Ivhossz szamitas a sorcsap mellett Tanarklub, 2014. februar 26.

1. Melyik nagyobb: egy sorosdoboz magassdga vagy a doboz egy kor alaku sikmetszetének a keriile-

te?

Melyik nagyobb: a ,,T” betli szdra vagy a kalapja?
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Mivel a szem fiiggdleges irdnyban lassabban mozog, mint vizszintes irdnyban, ezért hosszabb ideig
tart egy fiiggdleges vonal végigpdsztdzdsa, mint egy ugyanolyan hosszu vizszintes vonalé. Ezért a
fliggbleges vonalat hosszabbnak érzékeljiik.

Ha egy hengert néziink, akkor magassagat a valésagosnal hosszabbnak latjuk az atmérdjéhez ké-
pest. Rdaddsul a fed6kor keriilete az atmérd m-szerese, és a kozvetlen érzékelésben ez sem jelenik

meg.

2. Egy sorosdobozra és egy ugyanolyan magas sorosiivegre is feltekeriink egy-egy fonalat gy, hogy
a fonal a doboz vagy az iiveg aljatdl indul, és a doboz vagy az iiveg tetejéig megy, tovdbba a fonal
tetszdleges pontjdban a fonalhoz huzott érintd a €rintési ponton athaladd vizszintes sikkal 30°-os
szoget zar be. Melyik lesz hosszabb: a dobozra vagy az iivegre feltekert fonal ?

(a) Az ivhossz kiszamitasa ,.fizikus” médszerrel szakaszonként folytonosan differencidlhaté gor-

bék esetén:

Tegyiik fel, hogy egy tomegpont helyvektora a ¢ idSpontban r(t) = z(t) -i+y(t)-j+ 2(t) - k.
Ekkor a tomegpont sebessége 1(t) = #(t) -1+ y(t) - j + 2(¢) - k.

A mozgéds a t = 0-ban kezdddik, és t = T-ig tart. Osszuk fel a [0, 7] idGintervallumot n
részre: 0 =tg <t1 <ta<---<t,="1T.

Kozelitsiik a mozgé pont sebességének a nagysagat a t; és t;,; idépontok kozott |r(¢;)|-vel.
Ekkor ebben az intervallumban a pont dltal megtett tt kozelitSen s; = |¢(¢;)| - (ti1 — ti). Az

=1
kozelitd osszege.

N T
egész utat a Z s; Osszeggel kozelithetjiik. Ez pedig nem mas, mint az / |F(t)| dt integral
0

T
Tehat a mozgé pont dltal megtett tt: / |B(t)| dt.
0
Mig az ivhossz definicidjdban a gérbébe beirt poligonok hosszdnak a szuprémuma szerepel,

addig a ,.fizikus” okoskoddsban a pillanatnyi sebesség, azaz az érintd irdnyaban haladtunk
egy kicsit, majd visszaugrottunk a gorbére.



(b)

(c)

)

Megjegyzés: Bizonyithatd, hogy szakaszonként folytonosan differencialhaté gorbék esetén a
fenti, ,,fizikus” okoskodds helyes eredményt ad az ivhosszra.

Kiszamitjuk a dobozra feltekert fonal hosszit.

Helyezziik el az R sugard, h magassdgd henger alakd dobozt egy koordindta rendszerben

ugy, hogy a doboz alja az xy sikon legyen, és a henger tengelye egybeessen a z tengellyel.

Gondoljuk azt, hogy a fondlon egy 1égy maszik fel.

Ekkor a 1égy koordindtdi a ¢ idGpontban x(t) = Rcost, y(t) = Rsint, z(t), és legyen z(0) =

=0,2(T) = h.

A 1égy pillanatnyi sebessége a ¢ idGpontban r(t) = @(t) - i+ y(t) - j + 2(¢) - k.

Mivel a sebességvektor az érint$ irdnydba mutat, ezért r(¢) a z tengellyel 60°-os szdget zar

be.

Tehat Z(t) = ) = A = cos60° = 1
FOLJ@@? + @) + o7 R+ o) 2

R
Ebbdl z(t) = —.
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Mivel z(0) = 0, ezért z(t) = Ezf
s \/g .
R h/3

Tehat z(T') = hesetén z(1T') = —=T1 = h, amib6l T" = ——.
ehat z(T") esetén z(T") 7 amibd 7

hv/3 hv/3

A gorbe ivhossza:

L

T R R
/\f(t)| dt = / \/(:t(t))2+(g)(t))2+(z‘(t))2 dt = / %R dt = 2h.

Tehat a gorbe ivhossza a henger magassdganak a kétszerese.

Intuitiv megoldas a sorosiivegre :

A sorosiiveget vizszintes sikokkal hy +hs+- - -4 h,, szeletekre vagjuk. A kis szeleteket henge-
rekkel kozelitve azt kapjuk, hogy szeletenként a gorbe hossza egyenld a szelet magassaganak
a kétszeresével. Ezért a teljes gorbe hossza egyenld az liveg magassdgéanak a kétszeresével.

Az el6bbi szeletek egy részét hengerek helyett kozelithetjiik csonkaktpokkal is. Ehhez a ko-
zelitéshez azonban el6bb paraméterezni kell a csonkakipra feltekert gorbét (ez nehezebb
feladat, mint a hengerre feltekert gorbe paraméterezése), majd ki kell szamitani a hosszat.
Amennyiben a csonkakup elég meredek ahhoz, hogy a feltételeknek megfelelé gorbét illeszt-



hessiik rd, ugy a megoldas itt is az lesz, hogy a gorbe hossza a csonkakip magassdginak a
kétszerese.

(d) Altalanos megoldds olyan forgasfeliiletre, amelyre a feladat feltételeinek megfelels gorbe
illeszthetd:

A gorbe érintdje minden pontban 60°-0s szoget zar be a z tengellyel,
(t 1 1
tehat % = cos 60° = 5. BbbG1 2(1) = - - [¢(1)].
Ha z(0) = 0 és 2(T") = h, akkor
T

b= (T) = [=(0)]F = /z(t) dt:/% ()] dt = %L.

Tehat az ivhossz: L = 2h.
Hasonl6 megoldés adhaté més hegyesszog esetén is.

(e) Intuitiv megoldds henger esetén:

Vegyiink egy olyan derékszogli haromszoget, amelynek egyik szoge 30°-os, €s a rovidebb
befogdja megegyezik a henger magassagaval. Ha ennek a haromszdgnek a révidebb befogojat
a henger egyik alkotdjdra illesztjiik, majd felcsavarjuk a haromszoget a hengerre, az atfogo
éppen a feladatban leirt gorbe mentén csavarodik fel. Tehat a gorbe hossza megegyezik az
atfogo6 hosszdval, ami ebben a haromszogben éppen a rovidebb befogd kétszerese.

Megjegyzés: Az intuitiv megolddsokkal dvatosan kell banni. Barmennyire természetes és kelle-
mes integrdlds helyett egy haromszoget felcsavarni egy hengerre, tudnunk kell, hogy az ivhossz
definici6jaban semmiféle ,,felcsavards” nem szerepel. Az intuitiv megolddsok, bar szellemesek,
izgalmasak, de nem helyettesitik a preciz megolddsokat.

Bizonyithaté, hogy amikor a derékszogli haromszoget felcsavarjuk a hengerre, akkor a feladat-
ban megadott gorbe ivhossz szerinti paraméterezését adjuk meg. Ezért egyenl6 a gorbe hossza a
haromszog atfogdjdnak a hosszdval.

Példa hibas intuitiv gondolatmenetre :

Allitas: A derékszogli haromszog atfogdja egyenld a két befogd osszegével.

Bizonyitas: A rajzon lathat6 torottvonal fiiggdleges szakaszainak Osszhossza az egyik befogé
hosszaval, a vizszintes szakaszainak Osszhossza a masik befogd hosszaval egyenlS. Tehat a to-
rottvonal hossza a befogdk hosszdnak Osszege. Ha a torottvonalat végteleniil finomitjuk, akkor
végteleniil hozzasimul az atfogéhoz, tehat a hossza tart az atfogd hosszdhoz. Tehét a derékszogl
haromszog 4tfogdja egyenld a két befogd osszegével.




3. Helyezziink el harom kor alaku, egybevagd soralatétet tigy, hogy barmelyik két alatét metszés-
pontja egybeessék a harmadik aldtét kozéppontjdval. Melyik nagyobb: a harom alatét metszetének
teriilete vagy egy kor alaku aldtét teriiletének a negyede ?

Megoldas: Egy teljes kor 12 darab ,,A”, és 6 darab ,,B” tartomanybdl all, mig a korlapok metsze-
tében 3 darab ,,A”, és 1 darab ,,B” tartomany van.




