Bevezet6 analizis 1, 2. zh, megoldas

1. Bizonyitsuk be az egyenl6tlenségek 3 alapvetd tulajdonsigat (tranzitivitds, ,,hozzdadas”, ,,szorzas”)

felhaszndlva, hogy a (0, co) intervallumon az f(z) = —; fiiggvény szigortian monoton! A megoldds
sordn csak az egyenl6tlenségek 3 alapvetd tulajdonsagét haszndlhatjuk, kordbban bizonyitott allitdso-
kat nem.

Megoldas:

1
Azt bizonyitjuk be, hogy a (0, co) intervallumon az f(z) = —; fiiggvény szigorian monoton csdkken.

x

1
Ehhez azt kell belatni, hogy minden 0 < 21 < x5 szdm esetén — > —;.
Iy X3

Induljunk ki az 21 < x5 egyenldtlenségbdl. Mivel x; is, és x5 pozitiv, alkalmazhatjuk a ,,szorzasi”
szabalyt a kovetkez6 médokon:

T < 1129 €8 1179 < 73. Ezekbdl a tranzitivitdst felhaszndlva z7 < z3.
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Mivel — és — pozitiv, a szorzasi szabaly szerint:
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2. Tegyiik fel, hogy a > b és x > y. Kovetkezik-e ebbdl, hogy

@a—x>b—y?

Megoldas:

Nem kovetkezik. Ellenpélda: a = 100,b = 50,z = 90,y = 5. Mivel 100 > 90 és 90 > 5, a

feladat feltételei teljesiilnek. De a — x = 10 < 45 = b — y, tehdt a kovetkeztetés hamis.
b)a—y>bb—2?

Megoldas:

Kovetkezik.

Induljunk ki abbdl, hogy a > b. A ,hozzdadds” szabdlya miatta —y > b — y.

Most induljunk ki abbdl, hogy x > y. A ,hozzdadds” szabdlyat alkalmazzuk kétszer, igy

x —1y > 0, majd —y > —x. Megint a hozzdad4s szabdlyat alkalmazzuk: b —y > b — .

P

Az eldzbek szerinta —y > b —yés b —y > b — x, ezért a tranzitivitds miatta —y > b — .

3. Van-e olyan z valés szdm, amelyikre igaz, hogy az x, [z], {x} szdmok koziil pontosan 2 raciondlis ?
Megoldas:
Mivel [z] egész szdm, [z] biztosan racionalis.
Definici6 szerint x = [x] + {x}, amibdl [x| = z — {x}. Tehdt x — {z} = x 4+ (—{z}) is raciondlis.

Mivel egy raciondlis és egy irracionélis szdm Osszege nem lehet raciondlis, ezért vagy x is és {x} is
raciondlis, és akkor a feladatban levé mindhdrom szdm raciondlis, vagy z is és {x} is irraciondlis, és
akkor a feladatban szerepld szdmok koziil pontosan 1 raciondlis.

Tehdt nincs olyan x valés szdm, amelyikre igaz, hogy az x, [z], {x} szdmok koziil pontosan 2
racionalis.
4. Vannak-e olyan a, b, ¢ pozitiv szamok, amelyeknek az 6sszege 12, és a szorzatuk 65?7
Megoldas:
Tegyiik fel, hogy vannak a feladat feltételeinek megfeleld szamok. Ekkor
b 12
A(a,b,c) = %—’—C =5 = 4, és G(a,b, c) = v abc = v/65.

Mivel G(a,b,c) = v/65 > 4 = A(a, b, ¢), ellentmondasra jutottunk, tehét nincsenek a feladat feltéte-
leit kielégit6 pozitiv szdmok.
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5. Egy téglalap alaku kert egyik oldalat egy foly6 hatdrolja, a masik harom oldalt pedig egy 0sszesen
300m méter hosszu kerités. Legfeljebb mekkora lehet a kert teriilete ?

Megoldas: Legyen a téglalap 3 oldalat alkoté szakaszok hossza a, b, a. Ekkor a kerités hossza K =
= 2a + b, a kert teriilete pedig T' = ab.

2a+b K

A(2a,b) = 5 =% és G(2a,b) = V2ab = V2T.

. B} K o K?
Mivel G < A, ezért v2T < 5 amibdl T < 5

K? 90000
Tehat a kert teriilete nem lehet nagyobb, mint 3 = 8

akkor lesz 11250m?, ha 2a = b.
A2a+b=300, 2a=0egyenletrendszer megolddsa a = 75m, b = 150m.

= 11250m>2. A Kert teriilete pontosan

6. Mutassunk olyan pozitiv N szdmot, amelyre igaz, hogy ha n > N, akkor 2n° — 3n* > n* — 1000.
Megoldas:
A feladatban szerepl8 egyenl6tlenség ekvivalens a 2n° — 4n* > —1000 egyenltlenséggel.
Han® > 4n*, azaz n > 4, akkor 2n° —4n* > 2n® —n® = n® > —1000, ahol az utols6 egyenlStlenség
minden pozitiv egész n-re teljesiil. Tehat az N = 4 megoldésa a feladatnak.

7. Bizonyitsuk be, hogy sin1 +sin2 + --- +sin 10 < 6.
Megoldas:

Ha felrajzoljuk a sin z fliggvény grafikonjat, akkor észrevehetjiik, hogy
sinl > 0,sin2 > 0,sin3 > 0,sin7 > 0,sin8 > 0,sin9 > 0, és hogy
sin4 < 0,sind < 0,sin6 < 0,sin 10 < 0.

Tovabba tudjuk, hogy minden z € R esetén sinz < 1. Ezért

sinl +sin2+sin3+sin4d +sinb +sinb6 +sin7 +sin& +sin 9 + sin 10 <
1+1+1+sind+sinb5+sin6+1+1+1+sinl0=6+sin4d+sind +sin6 + sin 10 < 6.



