Kepler és az analizis

Johannes Kepler (1571. december 27. — 1630. november 15.) német matematikus és csillagdsz. Leginkdbb
a bolygdémozgés torvényeit kotik a nevéhez, de foglalkozott optikdval is, és geometridval is. Kepler tobbek
kozott ezeket a miveket irta:

Mysterium cosmographicum (A kozmosz szent titka) (1596),

Astronomiae Pars Optica (A csillagdszat optikai része) (1604),

De nive sexangula (A hatszogleti hopehelyrdl) (1611),

Dioptrice (Dioptria) (1611),

De vero Anno, quo aeternus Dei Filius humanam naturam in Utero benedictae Virginis Mariae assumpsit
(A valddi évrdl, amelyben az 6rok Isten Fia az dldott Sz{iz Médria méhében emberként megfogant) (1613),
Harmonice Mundi (Vildgok harménidja) (1619),

valamint 1615-ben:

Nova stereometria doliorum vinariorum (A boroshordok udj térfogatmérésérol).
Kepler és a boroshordé6

Kepler elsé felsége haldla utdn, 1613-ban Linzben (Ausztria) Gjra ndsiilt. Kozvetitokon keresztiil 11 fele-
ségjelolttel talalkozott, végiil az 6todiknek bemutatott jeloltet vette el. Az eskiivore vett egy hord6 bort.
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Akkoriban ugy hataroztdk meg a hord¢ Grtartalmat, hogy a kereskeddk a hordé feltoltésére szolgdld felsd
nyildson, az akondn keresztiil betoltak egy pélcat a hordé "atellenes sarkdba", és a pédlca hosszabdl ko-
vetkeztettek a hord6 térfogatara. FeltehetGen a kereskeddk ismerték a hordoikat, és tudtdk, hogy milyen

palcahosszhoz hany literes hord¢ tartozik.
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Abra: Kepler Nova stereometria doliorum vinariorum (A boroshordék tj térfogatmérésérsl) konyvének
107. oldala.



Keplert felhdboritotta ez a mérési modszer, mert pusztidn a pdlca hosszabdl nem lehet kiszamolni a hordé
térfogatat. Ugyanis, ha a hord6 kis atmérdjti, de magas, akkor a pdlca hossza lehet ugyanakkora, mint ha
a hord¢6 alacsony és nagy az alapkor sugara, de a két hord6 térfogata jelentdsen eltérhet. Kepler szerint a
kereskedd csalt. A tényt, hogy esetleg becsaptak, a sajat modjan kezelte. Hazament, és dolgozni kezdett.
Munkdjanak az eredménye egy 1615-ben megjelent konyv lett: Nova stereometria doliorum vinariorum (A

boroshordék 4j térfogatmérésérdl).
Nyugat Eurépa és a régi gorogok munkai

Arkhimédész miivei ismeretlenek voltak a korai kozépkori Nyugat-Eurépaban, ekkor csak az arab matema-
tikusok miveit ismerték, de 1269-ben Moerbeke gorogrol latinra forditotta Arkhimédész f6bb eredményeit.
Olyan eredmények is szerepeltek a forditdsban, amelyeket az arab matematikusok nem ismertek, példdul a
kapszeletek, forgési ellipszoidok, vagy a parabolaszelet teriiletének a kiszdmitdsa. Igaz, hogy a kovetkezd
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két évszdzadban alig haszndltdk Arkhimédész eredményeit, de késébb Moerbeke forditdsat olvasta Leonar-
do da Vinci, és ezt a forditadst nyomtattak ki el6szor a XVI. szdzadban. Kés6bb Regiomontanus (sziiletési
nevén Johannes Miiller, kés6-kozépkori német matematikus, csillagdsz, asztrolégus, aki udvari csillagasz-
ként évekig élt €s dolgozott Budan, Matyés kirdly meghivasdra a pozsonyi egyetemen is tartott el6adast),
1471-ben Niirnbergbe koltozott, ahol nyomdat rendezett be. (Gutenberg 1436. utan kezdett dolgozni a moz-
gathat6 betlielemekkel m{ikod6 konyvnyomtatdson.) Egy fennmaradt lista szerint a Regiomontanus kiadasi

tervei kozott Arkhimédész, Apolloniusz, Heron, Ptolemaiosz, és Diophantosz miivei is szerepeltek.

A kozépkori eurépai matematikusok sokat foglalkoztak trigonometridval, algebraval, s6t foglalkoztak a

végtelen sorokkal is (Richard Suiseth 1350. koriil kiszdmolta, hogy Z 2% = 2), de a kupszeleteket nem
n=1

tartottdk érdekesnek.

A nyugat-eurdpai matematikusok elemi geometridval csak a XV. szdzad kozepén kezdtek foglalkozni. Jo-
hannes Werner (1468 - 1522) A kidpok elemei cimmdi latin nyelvii konyve 1522-ben jelent meg. Papposz
(IIL.- IV. szazad) 6ta ekkor fordult el6szor az érdeklddés ismét a kupszeletek felé. Apolloniusz kipszeletek-
16l sz616 konyvét 1537-ben adtdk ki Velencében. Ezutdn felgyorsult a régi gorogok konyveinek a kiadésa,
€s 1575-re mar mindent tudtak a kordbbi eredményekbdl. Ugyanakkor a nyugat-eur6pai matematikusok
tovédbbra is inkdbb foglalkoztak trigonometriai és algebrai problémdkkal, mint a kupszeletekkel.

Kepler 1. és II. torvénye

Kepler is ismerte Arkhimédész miiveit. A csillagdszati szdmitdsokhoz és optikai eszk6zok készitéséhez
sziiksége volt a kupszeletekre. Kepler a kiipszeletek kapcsdn bevezette a folytonossag fogalmat. Keplert6l
szarmazik a ,,fokusz” elnevezés is. A latin ,,focus” sz6 jelentése ,,tlizhely” (,,gydjtépont”). Kepler a kipsze-
leteket egységesen vizsgdlta, és ugy kapta egyikbdl a masikat, hogy a fékuszpontokat mozgatta valamilyen
irdnyban akdr a végtelenbe is, ahonnan a fékuszpont a masik irdnybdl tért vissza.

Teriiletszamitassal Kepler foglalkozott mar kordbban is. A bolygdk palyajardl és a teriileti sebességérdl
52616 torvényeit (Kepler 1. és II. torvénye) az 1609-ben megjelend Astronomia Nova (Uj csillagdszat) cimii
miivében kozolte. Az 1. torvény szerint a bolygdk palydja olyan ellipszis, amelynek egyik fékuszpontja a
Nap. Ennek a torvénynek a megallapitasahoz Kepler Tycho Brahe megfigyelési adatait hasznalta fel, és az
ellipszis alakjanak felismerésekor felhasznalta Apolléniosz nagyjabdl 1800 évvel kordbban frott, é€s kdzben
lényegében elfelejtett miivét a kipszeletekrdl. A I1. torvény szerint a bolygét a Nappal 0sszekotd szakasz
azonos 1d6 alatt azonos teriiletet stirol. Tehat 1609-ben Kepler mar ki tudta szdimolni az ellipszis teriiletét,

sOt a vezérsugdr altal surolt ellipsziscikkek teriileteit is. Ehhez Arkhimédész munkai segitették.

A csillagaszati szamitasokhoz Kepler hasznosnak taldlta a ,,végteleniil kicsi” fogalmat. Amikor a kor terii-
letét szamolta, a kort végtelen sok kozépponti haromszogre osztotta, és megmutatta, hogy a kor teriiletét
megkapjuk, ha a keriiletet megszorozzuk sugar felével.
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Abra: Kepler Nova stereometria doliorum vinariorum (A boroshorddk ij térfogatmérésérl) konyvének 20.
oldala. (Erdemes megfigyelni, hogy Kepler virdgokkal, dgacskdkkal disziti az dbrdit.)

Az oldal legalsé sordban levd "infinit infinita" kifejez€s mutatja, hogy Kepler infinitezimdlis mennyisé-
gekkel dolgozott. Kepler anélkiil, hogy ismerte volna Arkhimédész szdmitdsat, hasonlé gondolatmenettel
kiszadmolta az ellipszis teriiletét is. A megfelel6 haromszogeket ugyanigy ,,nyomta 0ssze”, ahogy a kort
nyomta 6ssze, hogy ellipszis legyen, €s az ,,0sszenyomott” haromszogek teriiletének az 6sszegével szamol-
ta ki az ellipszis teriiletét.

Kepler és a forgastestek térfogata

Kepler a teriiletszamitdsi tapasztalatok birtokdban kezdte el a forgéstestek térfogatanak a kiszdmitasat. Tobb
mint 80 forgéstest térfogatdt ki tudta szdmolni. A szdmoldsokndl felhaszndlta Arkhimédész mddszereit, de
olyan forgéstestek térfogatat is ki tudta szamitani, amelyekkel Arkhimédész nem foglalkozott. Példaul ugy
kapott forgéstesteket, hogy koriveket forgatott meg a hatarol6é hirjuk koriil. Ha a korszelet kisebb volt
egy félkornél, akkor ,.citromnak” nevezte a forgdstestet, ha a korszelet nagyobb volt egy félkdrnél, akkor
,almanak™.

A forgastestek térfogatat Kepler ugy szdmolta ki, hogy a tengelyiikre merdleges sikokkal ,.felszeletelte”
a forgdstesteket, és a szeletek térfogatat hengerek térfogatdval kozelitette. Ezt a mddszert altalanositotta
késdbb Cavalieri nem forgdstestekre. Cavalieri errdl sz616 konyve, a Geometria indivisibilibus continuorum
nova quadam ratione promota 1635-ben jelent meg.
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Abra: Kepler Nova stereometria doliorum vinariorum (A boroshordok ij térfogatmérésérsl) konyvének 71.
oldala. Az abrat itt feliil egy citromfa disziti.

A boroshordé térfogata

Kepler a boroshord6 alakjat hengerrel kozelitette.
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Abra: A két hord6 esetében a kereskedd altal haszndlt palca hossza megegyezik, de a két hordé térfogata

kiilonbozo.



Kepler meghatarozta, hogy adott palcahossz mellett milyen magassagi hordé esetén lesz a térfogat maxi-
malis. Kiszamolta a térfogatot adott DS pélcahossz és kiilonboz6 h : r ardnyok mellett. Az eredményeit
tdblazatban rogzitette.
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Abra: Kepler Nova stereometria doliorum vinariorum (A boroshorddk ij térfogatmérésérl) konyvének 75.
oldala.

Megfigyelte, hogy ha a magassag €s a sugér csak kicsit tér el attdl, amikor a hordé térfogata maximalis, ak-
kor a térfogat sem véltozik sokat. Mai tuddsunkkal ezt igy fogalmazndnk meg, hogy a lokdlis maximumbhely
kornyékén a fiiggvénygrafikon érintdje vizszintes, €s a fliiggvényértékek a maximumhely kis kdrnyezetében
lassan véltoznak. Kepler a lassu valtozast a kiszamolt adatokbdl ismerte fel. A lokélis szélsdérték €s az
érintd kapcsolataval el6szor Fermat (1601-1665) foglalkozott sokkal késdbb.

Kepler finomitotta is a szamitdsait, a henger helyett tobbféle hord6 alaku test térfogatét is kiszdmolta a
szeletel6s modszerrel. A szamitdsaiban tdmaszkodott Arkhimédész konyveire, de ugy latta, hogy a sajat
modszerével sokkal egyszer(ibben jut az eredményekhez. Kepler nem tudhatta, mert csak 1906-ban talaltak
meg Arkhimédésznek azt a munkdjat, amelyben mar 6 is a szeletelés mddszerét alkalmazta.

Kepler végiil megdllapitotta, hogy a kereskedd, akit6l a bort vdsdrolta az eskiivére, nem csalt. Az osztrak
hord6k magassagdnak €s sugardnak az ardnya megegyezett az adott palcahossz mellett maximalis térfogatot
adé6 ardnnyal. (A németalfoldi hord6knal viszont mas volt a helyzet.) Tehat, ha a hordokészités folyaman
nagyjabdl tartottdk az ardnyt, akkor a hordé térfogata sem valtozott sokat. Kepler szerint ez nem volt vélet-
len. Ugy gondolta, hogy hozz4 hasonléan valaki mar évszdzadokkal kordbban kiszamolta a horddk térfoga-
tat, és bevezette az osztrakokndl azt a szabvanyt, ahol a palcahosszbdl egyszerilien lehetett kdvetkeztetni a

térfogatra.



Feladatok

1. Huzzuk meg egy R sugart korlap egy sugardt, majd azt a hurt, amelyik mer6legesen felezi az el6z6
sugarat. Vagjuk ketté a korlapot az el6z6 hir mentén. A hur koriil a kisebb korszeletet megforgatva
»citromot”, a nagyobb korszeletet megforgatva ,,almat” kapunk. Szdmitsuk ki a két forgéstest térfo-
gatat !
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2. Készitsiink valamilyen szamitogépes programmal szemléltetd dbrakat az el6z6 feladathoz !

3. Szamitsuk ki, hogy adott DS pdlcahossz mellett milyen h : r ardny esetén lesz a henger térfogata
maximalis !
(=

4. Egy 330 literes tolgyfahord6 magassdga m = 80cm, has &tmérdje h = 80cm, fej atmérdje f = 64cm.
K h S
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Szamoljuk ki a hordé térfogatdnak a kozelitd értékét ugy, hogy két csonkakippal kozelitjiik a hord6
alakjat, illetve gy is, hogy egy egy olyan henger térfogatat szdmoljuk ki, amelynek a magassaga
megegyezik a hordé magassagéaval, az alapkorének az atmérdje pedig a has atmérd és a fej atmérd

h+f
2

=
9]

szdmtani kozepe :

. Melyik szamolds adja a jobb kozelitést?
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B\ 2 2
S. A hord¢ térfogatdnak kiszamitdsdra szokds a V' = % 2 (5) + (g) tapasztalati képletet
alkalmazni. Szamoljuk ki ezzel a képlettel az el6z0 feladatban szerepld hordo térfogatit!
6. Szamoljuk ki az el6z6 feladatokban szerepld hordé térfogatét integraldssal, ha feltételezziik, hogy a
donga ivének az alakja
(a) Kkoriv, (b) parabolaiv.
Melyik esetben kapunk jobb kozelitést ?
7. A horddékndl val6jdban nem a hordé magassagat, hanem a d dongahosszt szokds megadni. A 300
literes tolgyfahord6 dongahossza d = 100cm, has atmérdje h = 80cm, fej atmérdje f = 64cm.
d
h
Szamoljuk ki a hord6 magassagat, ha feltételezziik, hogy a donga ivének az alakja
(a) koriv, (b) parabolaiv.
Oldjuk meg a most szadmolt magassaggal is az el6z0 feladatokat !
8. Mennyi bor van az el6z6, oldalara fektetett hordéban, ha a bor felszinének a tavolsdga a has 4tmérd
alsé végpontjatol 50cm ?
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