
Kepler és az analízis

Johannes Kepler (1571. december 27. – 1630. november 15.) német matematikus és csillagász. Leginkább
a bolygómozgás törvényeit kötik a nevéhez, de foglalkozott optikával is, és geometriával is. Kepler többek
között ezeket a műveket írta :

Mysterium cosmographicum (A kozmosz szent titka) (1596),
Astronomiae Pars Optica (A csillagászat optikai része) (1604),
De nive sexangula (A hatszögletű hópehelyről) (1611),
Dioptrice (Dioptria) (1611),
De vero Anno, quo aeternus Dei Filius humanam naturam in Utero benedictae Virginis Mariae assumpsit
(A valódi évről, amelyben az örök Isten Fia az áldott Szűz Mária méhében emberként megfogant) (1613),
Harmonice Mundi (Világok harmóniája) (1619),

valamint 1615-ben:

Nova stereometria doliorum vinariorum (A boroshordók új térfogatméréséről).

Kepler és a boroshordó

Kepler első felsége halála után, 1613-ban Linzben (Ausztria) újra nősült. Közvetítőkön keresztül 11 fele-
ségjelölttel találkozott, végül az ötödiknek bemutatott jelöltet vette el. Az esküvőre vett egy hordó bort.
Akkoriban úgy határozták meg a hordó űrtartalmát, hogy a kereskedők a hordó feltöltésére szolgáló felső
nyíláson, az akonán keresztül betoltak egy pálcát a hordó "átellenes sarkába", és a pálca hosszából kö-
vetkeztettek a hordó térfogatára. Feltehetően a kereskedők ismerték a hordóikat, és tudták, hogy milyen
pálcahosszhoz hány literes hordó tartozik.

Ábra: Kepler Nova stereometria doliorum vinariorum (A boroshordók új térfogatméréséről) könyvének
107. oldala.



Keplert felháborította ez a mérési módszer, mert pusztán a pálca hosszából nem lehet kiszámolni a hordó
térfogatát. Ugyanis, ha a hordó kis átmérőjű, de magas, akkor a pálca hossza lehet ugyanakkora, mint ha
a hordó alacsony és nagy az alapkör sugara, de a két hordó térfogata jelentősen eltérhet. Kepler szerint a
kereskedő csalt. A tényt, hogy esetleg becsapták, a saját módján kezelte. Hazament, és dolgozni kezdett.
Munkájának az eredménye egy 1615-ben megjelent könyv lett : Nova stereometria doliorum vinariorum (A
boroshordók új térfogatméréséről).

Nyugat Európa és a régi görögök munkái

Arkhimédész művei ismeretlenek voltak a korai középkori Nyugat-Európában, ekkor csak az arab matema-
tikusok műveit ismerték, de 1269-ben Moerbeke görögről latinra fordította Arkhimédész főbb eredményeit.
Olyan eredmények is szerepeltek a fordításban, amelyeket az arab matematikusok nem ismertek, például a
kúpszeletek, forgási ellipszoidok, vagy a parabolaszelet területének a kiszámítása. Igaz, hogy a következő
két évszázadban alig használták Arkhimédész eredményeit, de később Moerbeke fordítását olvasta Leonar-
do da Vinci, és ezt a fordítást nyomtatták ki először a XVI. században. Később Regiomontanus (születési
nevén Johannes Müller, késő-középkori német matematikus, csillagász, asztrológus, aki udvari csillagász-
ként évekig élt és dolgozott Budán, Mátyás király meghívására a pozsonyi egyetemen is tartott előadást),
1471-ben Nürnbergbe költözött, ahol nyomdát rendezett be. (Gutenberg 1436. után kezdett dolgozni a moz-
gatható betűelemekkel működő könyvnyomtatáson.) Egy fennmaradt lista szerint a Regiomontanus kiadási
tervei között Arkhimédész, Apollóniusz, Heron, Ptolemaiosz, és Diophantosz művei is szerepeltek.

A középkori európai matematikusok sokat foglalkoztak trigonometriával, algebrával, sőt foglalkoztak a

végtelen sorokkal is (Richard Suiseth 1350. körül kiszámolta, hogy
∞∑
n=1

n

2n
= 2), de a kúpszeleteket nem

tartották érdekesnek.

A nyugat-európai matematikusok elemi geometriával csak a XV. század közepén kezdtek foglalkozni. Jo-
hannes Werner (1468 - 1522) A kúpok elemei címmű latin nyelvű könyve 1522-ben jelent meg. Papposz
(III.- IV. század) óta ekkor fordult először az érdeklődés ismét a kúpszeletek felé. Apollóniusz kúpszeletek-
ről szóló könyvét 1537-ben adták ki Velencében. Ezután felgyorsult a régi görögök könyveinek a kiadása,
és 1575-re már mindent tudtak a korábbi eredményekből. Ugyanakkor a nyugat-európai matematikusok
továbbra is inkább foglalkoztak trigonometriai és algebrai problémákkal, mint a kúpszeletekkel.

Kepler I. és II. törvénye

Kepler is ismerte Arkhimédész műveit. A csillagászati számításokhoz és optikai eszközök készítéséhez
szüksége volt a kúpszeletekre. Kepler a kúpszeletek kapcsán bevezette a folytonosság fogalmát. Keplertől
származik a „fókusz” elnevezés is. A latin „focus” szó jelentése „tűzhely” („gyújtópont”). Kepler a kúpsze-
leteket egységesen vizsgálta, és úgy kapta egyikből a másikat, hogy a fókuszpontokat mozgatta valamilyen
irányban akár a végtelenbe is, ahonnan a fókuszpont a másik irányból tért vissza.

Területszámítással Kepler foglalkozott már korábban is. A bolygók pályájáról és a területi sebességéről
szóló törvényeit (Kepler I. és II. törvénye) az 1609-ben megjelenő Astronomia Nova (Új csillagászat) című
művében közölte. Az I. törvény szerint a bolygók pályája olyan ellipszis, amelynek egyik fókuszpontja a
Nap. Ennek a törvénynek a megállapításához Kepler Tycho Brahe megfigyelési adatait használta fel, és az
ellipszis alakjának felismerésekor felhasználta Apollóniosz nagyjából 1800 évvel korábban írott, és közben
lényegében elfelejtett művét a kúpszeletekről. A II. törvény szerint a bolygót a Nappal összekötő szakasz
azonos idő alatt azonos területet súrol. Tehát 1609-ben Kepler már ki tudta számolni az ellipszis területét,
sőt a vezérsugár által súrolt ellipsziscikkek területeit is. Ehhez Arkhimédész munkái segítették.

A csillagászati számításokhoz Kepler hasznosnak találta a „végtelenül kicsi” fogalmát. Amikor a kör terü-
letét számolta, a kört végtelen sok középponti háromszögre osztotta, és megmutatta, hogy a kör területét
megkapjuk, ha a kerületet megszorozzuk sugár felével.
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Ábra: Kepler Nova stereometria doliorum vinariorum (A boroshordók új térfogatméréséről) könyvének 20.
oldala. (Érdemes megfigyelni, hogy Kepler virágokkal, ágacskákkal díszíti az ábráit.)

Az oldal legalsó sorában levő "infinit infinita" kifejezés mutatja, hogy Kepler infinitezimális mennyisé-
gekkel dolgozott. Kepler anélkül, hogy ismerte volna Arkhimédész számítását, hasonló gondolatmenettel
kiszámolta az ellipszis területét is. A megfelelő háromszögeket ugyanúgy „nyomta össze”, ahogy a kört
nyomta össze, hogy ellipszis legyen, és az „összenyomott” háromszögek területének az összegével számol-
ta ki az ellipszis területét.

Kepler és a forgástestek térfogata

Kepler a területszámítási tapasztalatok birtokában kezdte el a forgástestek térfogatának a kiszámítását. Több
mint 80 forgástest térfogatát ki tudta számolni. A számolásoknál felhasználta Arkhimédész módszereit, de
olyan forgástestek térfogatát is ki tudta számítani, amelyekkel Arkhimédész nem foglalkozott. Például úgy
kapott forgástesteket, hogy köríveket forgatott meg a határoló húrjuk körül. Ha a körszelet kisebb volt
egy félkörnél, akkor „citromnak” nevezte a forgástestet, ha a körszelet nagyobb volt egy félkörnél, akkor
„almának”.

A forgástestek térfogatát Kepler úgy számolta ki, hogy a tengelyükre merőleges síkokkal „felszeletelte”
a forgástesteket, és a szeletek térfogatát hengerek térfogatával közelítette. Ezt a módszert általánosította
később Cavalieri nem forgástestekre. Cavalieri erről szóló könyve, a Geometria indivisibilibus continuorum
nova quadam ratione promota 1635-ben jelent meg.
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Ábra: Kepler Nova stereometria doliorum vinariorum (A boroshordók új térfogatméréséről) könyvének 71.
oldala. Az ábrát itt felül egy citromfa díszíti.

A boroshordó térfogata

Kepler a boroshordó alakját hengerrel közelítette.

Ábra: A két hordó esetében a kereskedő által használt pálca hossza megegyezik, de a két hordó térfogata
különböző.
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Kepler meghatározta, hogy adott pálcahossz mellett milyen magasságú hordó esetén lesz a térfogat maxi-
mális. Kiszámolta a térfogatot adott DS pálcahossz és különböző h : r arányok mellett. Az eredményeit
táblázatban rögzítette.

Ábra: Kepler Nova stereometria doliorum vinariorum (A boroshordók új térfogatméréséről) könyvének 75.
oldala.

Megfigyelte, hogy ha a magasság és a sugár csak kicsit tér el attól, amikor a hordó térfogata maximális, ak-
kor a térfogat sem változik sokat. Mai tudásunkkal ezt úgy fogalmaznánk meg, hogy a lokális maximumhely
környékén a függvénygrafikon érintője vízszintes, és a függvényértékek a maximumhely kis környezetében
lassan változnak. Kepler a lassú változást a kiszámolt adatokból ismerte fel. A lokális szélsőérték és az
érintő kapcsolatával először Fermat (1601-1665) foglalkozott sokkal később.

Kepler finomította is a számításait, a henger helyett többféle hordó alakú test térfogatát is kiszámolta a
szeletelős módszerrel. A számításaiban támaszkodott Arkhimédész könyveire, de úgy látta, hogy a saját
módszerével sokkal egyszerűbben jut az eredményekhez. Kepler nem tudhatta, mert csak 1906-ban találták
meg Arkhimédésznek azt a munkáját, amelyben már ő is a szeletelés módszerét alkalmazta.

Kepler végül megállapította, hogy a kereskedő, akitől a bort vásárolta az esküvőre, nem csalt. Az osztrák
hordók magasságának és sugarának az aránya megegyezett az adott pálcahossz mellett maximális térfogatot
adó aránnyal. (A németalföldi hordóknál viszont más volt a helyzet.) Tehát, ha a hordókészítés folyamán
nagyjából tartották az arányt, akkor a hordó térfogata sem változott sokat. Kepler szerint ez nem volt vélet-
len. Úgy gondolta, hogy hozzá hasonlóan valaki már évszázadokkal korábban kiszámolta a hordók térfoga-
tát, és bevezette az osztrákoknál azt a szabványt, ahol a pálcahosszból egyszerűen lehetett következtetni a
térfogatra.
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Feladatok

1. Húzzuk meg egy R sugarú körlap egy sugarát, majd azt a húrt, amelyik merőlegesen felezi az előző
sugarat. Vágjuk ketté a körlapot az előző húr mentén. A húr körül a kisebb körszeletet megforgatva
„citromot”, a nagyobb körszeletet megforgatva „almát” kapunk. Számítsuk ki a két forgástest térfo-
gatát!

2. Készítsünk valamilyen számítógépes programmal szemléltető ábrákat az előző feladathoz!

3. Számítsuk ki, hogy adott DS pálcahossz mellett milyen h : r arány esetén lesz a henger térfogata
maximális!

4. Egy 330 literes tölgyfahordó magassága m = 80cm, has átmérője h = 80cm, fej átmérője f = 64cm.

Számoljuk ki a hordó térfogatának a közelítő értékét úgy, hogy két csonkakúppal közelítjük a hordó
alakját, illetve úgy is, hogy egy egy olyan henger térfogatát számoljuk ki, amelynek a magassága
megegyezik a hordó magasságával, az alapkörének az átmérője pedig a has átmérő és a fej átmérő

számtani közepe:
h+ f

2
. Melyik számolás adja a jobb közelítést?
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5. A hordó térfogatának kiszámítására szokás a V =
mπ

3
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tapasztalati képletet

alkalmazni. Számoljuk ki ezzel a képlettel az előző feladatban szereplő hordó térfogatát!

6. Számoljuk ki az előző feladatokban szereplő hordó térfogatát integrálással, ha feltételezzük, hogy a
donga ívének az alakja

(a) körív, (b) parabolaív.

Melyik esetben kapunk jobb közelítést?

7. A hordóknál valójában nem a hordó magasságát, hanem a d dongahosszt szokás megadni. A 300
literes tölgyfahordó dongahossza d = 100cm, has átmérője h = 80cm, fej átmérője f = 64cm.

Számoljuk ki a hordó magasságát, ha feltételezzük, hogy a donga ívének az alakja

(a) körív, (b) parabolaív.

Oldjuk meg a most számolt magassággal is az előző feladatokat!

8. Mennyi bor van az előző, oldalára fektetett hordóban, ha a bor felszínének a távolsága a has átmérő
alsó végpontjától 50cm?
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