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1. Bizonyitasi médszerek, valds szdmok

1. Bizonyitasi modszerek, valos szamok

Biztatdsul kozlom, hogy tévesnek bizonyult a cdfolata annak a hiresztelésnek, mely
szerint mégsem hazugsig azt tagadni, hogy lesz olyan hallgatd, akinek egy analizis
feladatot sem kell megoldania ahhoz, hogy ne bukjon meg.
(Baranyai Zsolt)

1.1. Allitasok, tagadasok, logikai miiveletek, halmazok

1.1.1. Bevezeto feladatok

Balkezes Bendeguz a bal kezével mindig igaz, a jobb kezével mindig hamis allitasokat
irt. Melyik kezével irta a kovetkezo allitasokat? Fogalmazzuk meg az allitasok tagada-
sat! Dontsiik el az allitasokrol is, és a tagadasokrdl is, hogy igazak-e! Minden valaszt
indokoljunk!

Hal =1, akkor 2 = 3.

[\°}

Ha 1 = 2, akkor 2 = 3.

w

Ha az f figgvény monoton csokken R-en, akkor (— f) monoton né R-en.

Ha az f fiiggvény pératlan, akkor f2 paros.

9]

Ha az f fiiggvény pdros, akkor f3 pdratlan.

=)

Ha az f fiiggvény periodikus, akkor |f| is periodikus.

<

Ezt a mondatot a bal kezemmel irtam.

]

—- - —- - = - - -
= [y
N . . . b . b o

Minden (—2)-nél kisebb pozitiv szam szereti a tokfozeléket.
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Van olyan (—2)-nél kisebb pozitiv szam, amelyik szereti a tokf6zeléket.

A teremben hallgatdk iilnek, az asztalon nyal6kdk vannak. Ugyanazt jelenti-e a kovetkezd
két mondat?

(a) Minden hallgatéhoz van olyan nyaldka, amelyiket szopogatott.

(b) Van olyan nyaldka, amelyiket minden hallgat6 szopogatott.

Ha esik az esd, akkor nem talalsz ram. Melyik mondat jelenti ugyanezt?

(a) Ha nem esik az es, akkor ram talalsz.

(b) Ha ram talalsz, akkor nem esik az esd.

Tudjuk, hogy az (a,,) és (b,,) olyan sorozatok, hogy ha a,, > 2520, akkor b,, > 2520.
Mire kovetkeztethetiink abbdl, hogy

1.12. | a, > 2520? 1.13. | a, < 2520?

Egy udvarban kecskék és bolhdk vannak. Azt, hogy egy bolha megcsipett egy kecskét, a
& (B, K) formulaval jeloljiik. Olvassuk fel a kovetkezd allitdsokat, és irjuk is le ket szoveg-
gel! Dontsiik el, hogy melyik 4llitasbol melyik 4llitas kovetkezik!

@ (VK) (3B) @(B.K) (b) (VK) (VB) @(B,K)
(¢) (3K) (VB) ®(B,K) @ (3K) (3B) ®(B,K)
() (3B) (VK) @(B,K) ® (vB) (IK) @(B,K)

Egy buliban 15 fita és 12 lany volt. Azt, hogy egy fit tiancolt egy lannyal, a T'(F, L)
formulaval jeloljiik. Vizsgaljuk meg, hogy kovetkezik-e az A allitasbdl a B allitas, illetve,
hogy kovetkezik-e a B allitasbol az A allitas!

L15. | A: (VF) (3L) T(F,L) B: (3L) (VF) T(F,L)
1.16. | A: (3F) (VL) T(F,L) B: (3F) (3L) T(F,L)
117. | A: (VL) (3F) T(F,L) B: (3L) (VF) T(F,L)

118. | A: (3L) (VF) T(F,L) B: (3F) (3L) T(F,L)



1. Bizonyitasi médszerek, valds szdmok

vy

Vezessiink be jeloléseket, és irjuk fel formulikkal a kovetkezo allitasokat, amelyek egy
teniszbajnoksagrol szolnak!

Volt olyan versenyzd, aki senkit nem vert meg.
Volt olyan versenyz8, aki mindenkit megvert.
Minden versenyzd nyert is, és veszitett is jatékot.

1.22. | Egyetlen versenyz4 sem vert meg mindenkit.

1.23. | Igaz-e, hogy
@ (zreB)AN(BC(C) = xz€(C, (b) (reB)V(BCc(C) = ze(,
(c) (ACB)AN(BC(C) = AcCC, d (AcB)v(BcCc(C)= AcCC,

() (Ae B)=— AC B? ® (ACB) = AeB?

Igaz-e tetszoleges A és B halmazokra, hogy

A\B=ANB, (AUB)\B = 4,
(A\B)UB = 4, A\B = A\B?

Legyenek A, B, C halmazok. Irjuk fel A, B, C és a halmazmiiveletek segitségével,
azaz olyan jellegii formulaval, mint példaul (A\ B) U C, az alabbi halmazokat!

Azon elemek halmaza, amelyek A, B és C' koziil pontosan egyben vannak benne.

Azon elemek halmaza, amelyek A, B és C' koziil pontosan hdromban vannak benne.

1.30. | Bizonyitsuk be a De Morgan azonossdgokat:

n n

=1 i=1

=1 i=1
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1.1.2. Gyakorl6 feladatok

Irjuk le a kivetkez6 mondatok tagadasat!

Minden medve szereti a mézet.

Van olyan tengerész, aki ismer olyan kik6t6t, ahol minden kocsmaban jart.

Van olyan méz, amit nem minden medve szeret.

Tagadjuk a kovetkez6 mondatokat!

Ha itt a nydr, akkor meleg az id6.

Ha a nagynénikémnek kerekei lennének, akkor 6 lenne a miskolci gyors.

1.36. | Egy udvarban kecskék és bolhak vannak. Azt, hogy egy bolha megcsipett egy kecskét, a
®(B, K) formulaval jeloljik. Irjuk le a kovetkezd 4llitasok tagaddsdt formuldkkal is, és
szoveggel is!

@) (VK) (3B) ®(B, K) (b) (VK) (VB) ®(B, K)
(¢©) (3K) (VB) ®(B, K) @) (2K) (3B) ®(B, K)
() (3B) (VK) ®(B, K) () (vB) (3K) ®(B, K)

Egy buliban 15 fit és 12 lany volt. Azt, hogy egy fit tiancolt egy lannyal, a T'(F, L)
formulaval jeloljiikk. Irjuk le a kovetkezo allitasokat formulakkal, és vizsgaljuk meg,
hogy kovetkezik-e az A allitasbol a B allitas, illetve, hogy kovetkezik-e a B allitasbol az

A allitas!

A: Van olyan lany, aki minden fidval tdncolt.

B: Van olyan fid, aki minden lannyal tancolt.

A: Van olyan l4ny, aki tdncolt valamelyik fitval.

B: Van olyan fid, aki tancolt valamelyik ldnnyal.
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A: Minden fiu tancolt valamelyik lannyal.

B: Minden lany tincolt valamelyik fidval.

A: Minden fit tdncolt minden lannyal.

B: Van olyan l4ny, aki minden fidval tancolt.

1.41. | Bizonyitsuk be, hogy tetsz8leges A, B, C' halmazokra

AN(BUC)=(AnB)U(ANC(C).

Igaz-e tetszoleges A, B és C halmazokra, hogy

ha A C Bés B C C.akkor A C C.
haa € Aés A C B, akkora € B.
ha AU B = C, akkor C'\ B — A.

145. | ha A\ B = (), akkor A = B.

1.46. | haAn B = C,akkor A C C.

Legyenek A, B, és C halmazok. Irjuk fel A, B, C és a halmazmiiveletek segitségével,
azaz olyan jellegii formulaval, mint példaul (A\ B) U C, az alabbi halmazokat!

Azon elemek halmaza, amelyek A-ban benne vannak, de B-ben és C-ben nincsenek ben-

ne.

Azon elemek halmaza, amelyek A, B és C' koziil pontosan kett6ben vannak benne.

1.49. | Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges A, B halmazokra AU B = AN B.
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1.2. Direkt bizonyitas, indirekt bizonyitas, teljes indukcio

1.2.1. Bevezeto feladatok

Bizonyitsuk be a kovetkezo egyenlotlenségeket, ha a és b pozitiv szamok!

a+b 2 2 2
1.50. > 1.51 a+b 2
2 1/a+1/b V™ 2 2 1/a+1/b
a?+b* _a+b sfa® + b3 a? + b?
() [T A

Legyen A, A,, As, ... allitasok egy sorozata. Mely allitasokrol tudjuk biztosan, hogy
igazak, illetve mely allitasokrol tudjuk biztosan, hogy hamisak, ha

1.54. | A, igaz, és ha A, igaz, akkor A, igaz.

1.55 Ay igaz, és ha A, igaz, akkor A,,, igaz.

1.56 Ay igaz, és ha A, hamis, akkor A, hamis.

1.57. | Ao hamis, és ha A, igaz, akkor A,,_; igaz.

1.58. | A;igaz, ésn > 5esetén ha A, igaz, akkor A, igaz.
1.59. | Asigaz, ésn > 5esetén ha A, igaz, akkor A, igaz.

1.60. | A, igazés A, igaz, és ha A, igaz, és A, igaz, akkor A, |, igaz.

1.61. | A,qigazés Ay, igaz, ésha A, igaz, és A, igaz, akkor A, - igaz.

1.62. | A,,igaz és A, igaz, és n > 20 esetén ha A, igaz, és A, ., igaz, akkor A, - igaz.

Bizonyitsuk be a kovetkezo allitasokat tetszoleges pozitiv egész n esetén!

n(n+1)(n+2)

1.63. 1.2+2.3+...+n(n+1): 3
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1.64. 12+22+...+n2:”(”+1)6(2n+1)

1 1
1.65. | Fejezziik ki kozvetleniil n-nel az T2 + 7.3 4+t n(n+ 1)

meg az eredményt, majd bizonyitsuk be!

Osszeget! Eldszor sejtsiik

s7 2

Bizonyitsuk be a kovetkezo allitasokat! A feladatokban n pozitiv egész szamokat jelol.

1 1 1
1.66. | 2" > n? han >4 1.67. | = + b= >1
n n+1 n?
\/ﬁ§1+i+i+...+i
V2 V3 v
Lo n(n+ 1) ) o ,
Allitas: HaVn € N* 1424 ... +n= —5 akkor minden pozitiv egész szam 1.
Bizonyitas teljes indukcidval: Az dllitds n = 1-re igaz. Most induljunk ki abbdl, hogy
1
VnGN*esetén1+2+...+n:@.
Ha n > 2, akkor irjuk fel az el6bbi azonossdgot n helyett (n — 1)-gyel:
(n—1)n
1—|—2+...+7’L—1:T.
—1
Adjunk mindkét oldalhoz 1-et: 1 +2+ ... +n = (TLT)H + 1.
—1 1
Tehit % L= @ amib6l kovetkezik, hogy n — 1.

1.70. | Allitas: Minden 16 egyszini.
Bizonyitas: Teljes indukciéval belatjuk, hogy barmely n 16 egyszind. Az allitds n = 1-re
nyilvanval6. Tegyiik fel, hogy igaz n-re, és ebbdl fogjuk n + 1-re beldtni: adott n+ 1 16 koziil
az indukcids feltevés miatt az 1.,2.,... n. is egyszini és a 2.,...,n.,(n + 1). is egyszind,
tehat mind az n + 1 16 egyszind.

Legyen u,, a Fibonacci-sorozat n-edik tagja, azaz
up = 0,uy =1, eSuUpr2 = Up + Uptr.

Bizonyitsuk be, hogy

1.71. | w, és u, relativ primek! 1.72. | w, < 1,7
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)

1.74.

1.75.

1.76.

l

1.7

1.78.

1.79.

1.80.

Kivagjuk egy sakktdbldbol az egyik atléjanak két végén levd négyzeteket (az Al és a HS
mezdket). Le lehet-e fedni a megmaradé sakktablat 31 darab 2 x 1-es lappal (domindval)?
(Egy lap 2 mez6t tud lefedni.)

Bizonyitsuk be, hogy két raciondlis szdm Osszege raciondlis!
Bizonyitsuk be, hogy /2 irracionalis!

Bizonyitsuk be, hogy

@) 3++2 (b) 3v2
irracionélis!
Lehet-e

(a) kétirraciondlis szdm Osszege raciondlis?

(b) kétraciondlis szdm hdnyadosa irraciondlis?

Igaz-e, hogy egy raciondlis €s egy irraciondlis szdm Osszege irraciondlis?

Allitas: Az 1 a legnagyobb szam.

Bizonyitas: Indirekt médon. Tegyiik fel, hogy nem az 1 a legnagyobb szam, hanem A.
Ekkor A > 1 > 0, tovabbd A > A% Az utolsé egyenlStlenség mindkét oldalat a pozitiv
A-val osztva azt kapjuk, hogy 1 > A, ami ellentmond az indirekt feltevésnek, tehat mégis az
1 a legnagyobb szam.

1
Legyen a; =1 és a,.1 = a, + —. Bizonyitsuk be, hogy a sorozatnak van 100-ndl nagyobb

tagja!

1.2.2. Gyakorl6 feladatok

Bizonyitsuk be a kovetkezo egyenlotlenségeket, ha a és b pozitiv szamok!

1.81.

a-+b 2
> Vab 1.82. | Vab> =
5 = V¢ W= at 1/

Legyen A, A5, Az, ... allitasok egy sorozata. Mely allitasokrél tudjuk biztosan, hogy
igazak, illetve mely allitasokrol tudjuk biztosan, hogy hamisak, ha
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Ay igaz, és ha A, igaz, akkor A, igaz.

W Ay igaz, és ha A,, hamis, akkor A, _; hamis.

1.85. | Fejezziik ki kozvetleniil n-nel az 1+ 3 + 5+ --- + (2n + 1) sszeget! El8szor sejtsiik meg
az eredményt, majd bizonyitsuk is be!

s7 2

Bizonyitsuk be a kovetkezo allitasokat! A feladatokban n egész szamokat jelol.

1 1
1.86. 2n>n3,han>9 1.87. 14+ +_+...+_§2\/ﬁ
n

1
V2 V3 Vn

Legyen u,, a Fibonacci-sorozat n-edik tagja, azaz uo = 0,u; = 1, és up12 = u, +
Up+1. Bizonyitsuk be, hogy

1.88. | w2 —wu, qu, = (=1)"", han > 1.

1.89. | w, > 1,5, han > 6.

1.90. | Legyena; =0,ay = 16s a, o = 2a,41 — a, + 2. Hatdrozzuk meg a,o; értékét!

1.91. | Egy 5 x 5-0s sakktdbla minden mez3jén dll egy bolha. Amikor az 6ra éjfélt iit, minden bolha
atugrik valamelyik oldalszomszédos mezOre. Tudnak-e Ggy ugrani, hogy az ugras utan is
minden mezdn 1 bolha legyen?

Bizonyitsuk be, hogy a kovetkez6 szamok irracionalisak!

1.96. | Legyena; =0,9ésa,.; = a, —a?. Bizonyitsuk be, hogy a sorozatnak van 1000 -nél kisebb

tagja!
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1.3. Nevezetes kozepek, becslések

1.3.1. Bevezeto feladatok

1.97. | Bizonyitsuk be, hogy az ay, as, . . ., a, pozitiv szdmok szdmtani, mértani és harmonikus ko-
zepe a szamok legkisebbike és legnagyobbika kozé esik!

Tudjuk, hogy a,b,c > 0és a + b + ¢ = 18. Hatarozzuk meg a, b és c értékét ugy,
hogy a kovetkezo kifejezések értéke maximalis legyen:

1.98. | abe. a2,

Tudjuk, hogy a,b,c > 0 és abc = 18. Hatarozzuk meg a, b és c értékét ugy, hogy a
kovetkezo Kkifejezések értéke minimalis legyen:

a+b+ec, 3a+ 2b+ c.

Egy kereskeddnek nem pontos a kétkart mérlege, mert a karok hossza nem egyenld. Miutan
tudja ezt, minden vasarlondl az aru egyik felét a mérleg egyik serpenydjében, a masik felét a
mérleg masik serpenydjében méri, gondolvan, hogy ezzel kikiiszoboli a mérleg pontatlansa-
gat. Valoban ez a helyzet?

1.103. | Melyik az egységkorbe ifrhaté maximalis teriileti téglalap?

1.104. | Mennyi a maximuma a g(z) = z(1 — z)? fiiggvénynek a [0, 1] intervallumon?

Bizonyitsuk be, hogy van olyan pozitiv [N egész szam, amelyre teljesiil, hogy minden
n > NN esetén

1.105. | 0,001n° — 200 > 1000n?,

1.106. | 0,001n° + 3n* — 200n® + 100 > 1000n* + 2000n> + 3000n? + 4,

1.107. | 0,001n> — 200 > 1000n® + 100004/n + 3,

Vvn+1—+/n<0,001.
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Van-e a kovetkezo sorozatoknak 100-nal nagyobb tagja?

VI+V2+V3+- 4/
1.109. | q, =
n
VI+V2+V3+--+vn
1.110. an:
n2
VI+V2+V3+-+/n
L1 | q, =
1+2+ - +n

Bizonyitsuk be, hogy van olyan pozitiv n egész szam, amelyre

1

1,01" > n?, /2 < 1,00001,
$/0,0001 > 0,9, Y/n < 1,0001.

1.118. | Bizonyitsuk be, hogy aza; = 1, a,,; = v/2a, rekurziéval megadott sorozat monoton nd!

Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv e-hoz van olyan N € N, hogy han > N, akkor

W—\/ﬁ<6, \/n—|—5—\/n—|—1<5,
VI<1+te {/0,0001 > 1~ <.

Bizonyitsuk be, hogy minden K € R esetén van olyan N € N, hogy han > IN, akkor

vn > K, n® —1000n* > K,
n® —nyn > K, n® —1000n* — ny/n — 2000 > K.

1.3.2. Gyakorlé feladatok

Tudjuk, hogy a,b,c > 0és a + b + ¢ = 18. Hatarozzuk meg a, b és c értékét ugy,
hogy a kovetkezo kifejezések értéke maximalis legyen:
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Tudjuk, hogy a,b,c > 0 és abc = 18. Hatarozzuk meg a, b és c értékét ugy, hogy a
kovetkezo kifejezések értéke minimalis legyen:

2a + b+ c, a? 4+ b* 4 2.

Egy motorcsénak motorja a csonakot dllévizben v sebességgel hajtja. A csénak az u sebes-
ségli folyoban s utat tesz meg a folyds irdnydban, majd visszamegy a kiinduldsi helyéhez.
Mennyi lesz az atlagsebessége a teljes tton v-hez képest: v-vel egyenld, v-nél nagyobb vagy
v-nél kisebb?

1.132. | Hatdrozzuk meg az 2%(1 — z) fiiggvény legnagyobb értékét a [0, 1] zart intervallumon.

1.133. | Melyik az egységgdmbbe irhaté maximélis térfogatd egyenes korhenger?

Bizonyitsuk be, hogy van olyan pozitiv N egész szam, amelyre teljesiil, hogy minden
n > N esetén

1
1.134. | 0,105 + 30n* — 20n3 4+ 10 > 1000n* + 2000n> + —,
n

1.135. | \/n+10—+/n+1<0,001.

1.136. | Adjunk meg olyan N szdmot, amelyre igaz, hogy han > N, akkor

1 1
< .
nS+4n3+2n2+1 1000

Hény megoldasa van a feladatnak?

Bizonyitsuk be, hogy van olyan pozitiv n egész szam, amelyre

0,9n<ﬁ, /2 < 1,01, /0,1 >0,9.

Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv e-hoz van olyan N € N, hogy han > N, akkor
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1 1 n—+1
1.140.] © - - 41| — oo fna42.] "0 o
n € n2+\/ﬁ+1 € 712—{—\/%—}-1 €

Bizonyitsuk be, hogy minden K € R esetén van olyan N € NT, hogy han > N, akkor

1143,| o, = YIEV2HEV3- bV

n

3 3 3 . 3

1144, | 0 VI+V2+ 3+ +\/H>K’

n
1145.] o _ nV1+nvV2+nV3+ - +nyn K

1+24--+n
. . 1 .

1.146. | Bizonyitsuk be, hogy az a; = 0, a,4 = rekurziéval megadott sorozat monoton

nd!

1.4. Valés szamok, szamhalmazok

1.4.1. Bevezeto feladatok

1.147. | Bizonyitsuk be, hogy a

(a) {0,1} halmaza mod 2-vel vett miiveletekkel testet alkot,
(b) {0,1,2} halmaza mod 3-mal vett miiveletekkel testet alkot,
(¢) A{0,1,2,3} halmaza mod 4-gyel vett miiveletekkel nem alkot testet!

1.148. | Bizonyitsuk be az axiomék alapjan, hogy az a, b valés szamokra igaz, hogy
(a) haa < b, akkor —a > —b,

1 1
(b) ha a és b pozitiv, és a < b, akkor — > b
a

1.149. | Bizonyitsuk be, hogy tetszSleges a, b valés szamokra

(@) |a| + [b] > |a+ b|
(b) |a] — b < |a—10b| < |a] +|b]
@ llal - o]l < la— b]
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1.150.

1.151.

1.152.

1.153.

1.154.

1.155.

1.156.

Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges ay, as, . . . a, valés szdmokra igaz, hogy
laa| + |ag] + -+ |an| > |ar +az + -+ - + ay|

Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv a valés szamhoz van olyan pozitiv egész n, amelyre

1
teljestil, hogy — < a.

n
Bizonyitsuk be az Archimédeszi axiémabdl, hogy (Vb,c < 0) (In € N) nb < ¢!
Bizonyitsuk be, hogy barmely két kiilonb6z6 valds szdm kozott van irraciondlis szdm!

Szemléltessiik a kovetkezd szamhalmazokat szdmegyenesen! Dontsiik el, hogy melyik inter-
vallum, és melyik nem az! Az intervallumok esetében dontsiik el, hogy melyik zart, melyik
nyilt, és melyik se nem zart, se nem nyilt!

@ A={1,23) ) B = {5,6}
() C={zxeR:2<x<6} d D={xeR:2<z<6}
() E={zeR:2<2z<6} ® F={reQ:2<z<6}

Legyen Hy ={h € R: -3<h<1}é Hy={heR:-3<h<1}.
Melyik allitas igaz, ha H = H, vagy H = H3?

(@) Ve e HIye H (y < x) (b) Vye H3Izx € H (y < x)

(¢c) Ixre HYye H (y < x) d) Jye HVz e H (y <x)

Hat4rozzuk meg a kovetkez6 intervallumsorozatok metszetét! (Példaul rajz segitségével sejt-
siik meg a metszetet! Ha a sejtés szerint a metszet M, akkor bizonyitsuk be, hogy Vo € M
esetén teljesiil, hogy Vn = € I, tovdbbd ha y ¢ M akkor 3k y ¢ I).. (Itt k és n pozitiv
egész szamok.)

(mhzﬁi% (MQZCAﬁ)

| nn nn

(o I, = 2_1,34-1] @ I, = 2__73+1)
L n n n

(2-5
(@hzbﬁ} (ﬂuz@ﬁ)
n n

@ I, = O’E) (h) I, =
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1.157. | Melyik éllitds igaz? (A vdlaszt mindig indokoljuk!)

(a) Ha egy egymasba skatulyazott intervallumsorozat metszete nem iires, akkor az interval-
lumok zartak.

(b) Ha egy egymadsba skatulyazott intervallumsorozat metszete iires, akkor az intervallu-
mok nyiltak.

(c) Egy egymasba skatulydzott, zart intervallumsorozat metszete egyetlen pont.

(d) Ha egy egymasba skatulyazott intervallumsorozat metszete iires, akkor van az interval-
lumok kozott nyilt.

(e) Ha egy egymadsba skatulydzott intervallumsorozat metszete iires, akkor van az interval-
lumok k6zott nem zart.

(f) Ha egy zart intervallumsorozat metszete nem iires, akkor az intervallumok egymadsba
vannak skatulyazva.

1.158. | Lehet-e egy egymadsba skatulyazott, zért intervallumsorozat metszete egyetlen pont?
1.159. | Lehet-e egy egymaésba skatulyézott, nyilt intervallumsorozat metszete nem iires?
1.160. | Lehet-e egy egymadsba skatulydzott, nyilt intervallumsorozat metszete iires?

1.161. | Lehet-e egy egymasba skatulydzott, zart intervallumsorozat metszete valédi intervallum (nem
csak egy pont)?

1.162. | Lehet-e egy egymadsba skatulyédzott, nyilt intervallumsorozat metszete valédi intervallum?

1.163. | Lehet-e egy egymadsba skatulyézott, zart intervallumsorozat metszete valédi nyilt interval-
lum?

1.164. | Lehet-e egy egymdsba skatulyazott, nyilt intervallumsorozat metszete valédi nyilt interval-
lum?

1.165. | A val6s szamok axiémadi koziil melyek teljesiilnek és melyek nem a raciondlis szdmok hal-
mazara (a szokasos miiveletekkel és rendezéssel)?

1.166. | Bizonyitsuk be, hogy barmely két valés szam kozott van véges tizedes tort!

1.167. | Mi a kapcsolat a véges tizedestort alakban felirhat6 szamok halmaza és a raciondlis szdmok
halmaza kozott?

1.168. | Bizonyitsuk be, hogy egy val6s szdm tizedestort-alakja akkor és csak akkor periodikus, ha a
szdm racionalis.
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1.169. | Forditsuk le a végtelen tizedestortékrdl tanultakat kettes szamrendszerre, azaz definidljuk a
véges és végtelen bindris (kettedes) torteket €s mondjuk ki a tételeink megfelelGit!

1.170. | Ellendrizziik, hogy a Cantor-axiéma allitdsa nem marad igaz, ha barmelyik feltételét elhagy-
juk!

1.171. | Dontsiik el az alabbi halmazokrél, hogy alulrdl korlatosak-e, feliilr6l korlatosak-e, korlatosak-
e, €s hogy van-e legkisebb, illetve legnagyobb elemiik?

(@ {reR:z <73} () {reQ:2<73}
(© {reR:z<V2} @ {reQ:2<v2}

Dontsiik el az alabbi halmazokrol, hogy alulrél korlatosak-e, feliilrol korlatosak-e,
korlatosak-e, és hogy van-e legkisebb illetve legnagyobb elemiik?

1.172. | primszdmok halmaza 1.173. | pozitiv szamok halmaza
1.174. | [-5,-2) 1.175. {l 'n € NJr}

n

1.176. | Hatdrozzuk meg a kovetkez halmazok minimumét, maximumat, infimumét és szuprému-
mat, ha vannak!

(a){iﬁ:new} (b) {W—\/ﬁznew}

(c) {\/n2+n—\/n2+1:n€N+} (d) {n+l:n€N+}
n

1.177. | Legyen H a valés szdmok egy nem iires részhalmaza. Mi a kovetkezd dllitdsok logikai

kapcsolata?
(a) H alulrdl nem korlatos. (b) H-nak nincs legkisebb eleme.
(¢c) (Vxe H)(ye H)y < x. d (Vye H) (FIxr € H)y <z

1.178. | Van-e olyan olyan nem iires valés szdmhalmaz, amelyik feliilr§l korldtos, de nincs legna-
gyobb eleme?

1.179. | Adjunk példit olyan nem iires valés szimhalmazra, amelyik korldtos, de nincs legkisebb
eleme!
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1.180. | Tegyiik fel, hogy a H C R halmaz nem iires. Mi a kovetkez§ éllitdsok logikai kapcsolata,
azaz melyikbdl kovetkezik a masik?

P: H-nak nincs minimuma. Q:(VaeR") (IbeH) b<a

1.181. | Mi a kapcsolat az aldbbi két allitas kozott, azaz melyikbdl kovetkezik a masik?

P: Az A halmaz véges (azaz véges sok eleme van).
Q: Az A halmaz korlatos.

Irjuk fel logikai jelekkel az alabbi allitasokat!

1.182. | Az A halmaz korl4tos. 1.183. | Az A halmaz alulrél nem korlatos.

1.184. | Egy szamhalmaznak hdany maximuma, illetve hany felsg korldtja lehet?

1.185. | Mi a kapcsolat az aldbbi két 4llitas kozott, azaz melyikbdl kovetkezik a masik?
P: Az A halmaznak van legkisebb eleme. Q: Az A halmaz alulrdl korlatos.

Hatarozzuk meg a kovetkezo halmazok minimumat, maximumat, infimumat és szupré-
mumat, ha vannak!

1,2 (1.2
Q {

+ :n,keN+}

1
K

S|

1.190. | Tudjuk, hogy H-nak nincs c-nél kisebb felsd korlatja. Kovetkezik-e ebbdl, hogy sup H = ¢?

1.4.2. Gyakorl6 feladatok

1.191. | Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges ay, as, . . ., a, valés szdmokra igaz, hogy

lar| + lag] + -+ + |an| > Jar + a2 + - + an|.

1.192. | Legyen H a val6s szamok egy nem iires részhalmaza. Mit jelentenek a kvetkezd éllitdsok?
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(@ Vxe HIye H (y<x) (b) Vye H3z e H (y < x)

(¢c) Ire HYye H (y <x) d Jye HVz e H (y <x)

1.193. | Van-e olyan ay,as, ... szdmsorozat, amelyre az {aq, as, ...} halmaz korldtos, de nincs se
maximuma, se minimuma?

1.194. | Irjuk fel logikai jelekkel a kovetkezd 4llitast: ,,Az A halmaznak nincs legkisebb eleme.”

Hatarozzuk meg a kovetkez6 halmazok minimumat, maximumat, infimumat és szupré-
mumat, ha vannak!

(L nen] (102 enw)

1.197. | Tudjuk, hogy c felsd korlatja H-nak. Kovetkezik-e ebbdl, hogy sup H = ¢?
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2. Sorozatok

2.1. A hatarérték fogalma, konvergens sorozatok, divergens
sorozatok

2.1.1. Bevezeto feladatok

1
Legyen az (a,,) sorozat a kovetkezoképp megadva: a,, = 1 — —. A feladatokban

S

szereplo n és ng jelek pozitiv egész szamokat jelolnek.

Adjunk meg olyan n( szdmot, hogy Vn > ng esetén teljesiiljon, hogy

@) |a, —1] <0,1, () |a, — 1| <0,01.
Van-e olyan ng szdm, hogy Vn > ny esetén teljesiil, hogy |a,, — 2| < 0,001?

Igaz-e, hogy

(@) Ve > 03ng VYn >ng (Jla, — 1] <e)? (b) Ing Ve > 0Vn > ng (|la, — 1] < ¢)?
(¢) 3¢ > 03dng Vn > ng (la, — 1| <&)?  (d) Fe > 03ng Vn > ng (la, — 1| > ¢€)?

() Ve > 0dngVn <ng (la, — 1| <e)? (f) Ye > 03ng Vn < ng (Ja, — 1| > ¢)?

Keressiink olyan /N szamot, hogy Vn > IN esetén teljesiiljon, hogy

1,01™ > 1000; 0,9" < ﬁ

Mutassuk meg, hogy van olyan nq szam, amire igaz, hogy minden n > ng esetén
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Vn+1—4/n<0,01, Vn+T7—+v/n+3<0,01.

Igaz-e, hogy b pontosan akkor hatarértéke az (a,,) sorozatnak, ha

(a) barmely € > O-ra az a,, sorozatnak végtelen sok tagja van e-ndl kozelebb b-hez?
(b) barmely € > 0-ra az a,, sorozatnak csak véges sok tagja van b-t6l legalabb ¢ tdvolsdgra?
(c) vanolyan e > 0, amelyre az a,, sorozatnak végtelen sok tagja van e-ndl kozelebb b-hez?

(d) van olyan ¢ > 0, amelyre az a,, sorozatnak végtelen sok tagja van b-t6l legaldbb ¢
tdvolsagban?

Melyik allitasbol kovetkezik, hogy a,, — oco?
VK esetén a (K, 0o) intervallumon kiviil az a,, sorozatnak csak véges sok tagja van.

VK eseten a (K, 00) intervallumban az a,, sorozatnak végtelen sok tagja van.

Mi a P és a Q allitasok logikai kapcsolata, azaz melyikbdl kovetkezik a mésik?

P: Az (a,) sorozat szigordan monoton nd. Q: Az (a,,) sorozat tart a végtelenhez.

Lehet-e az a,, sorozat hatarértéke —oo, co vagy egy valés szam, ha

2.12. | asorozatnak végtelen sok 3-ndl nagyobb tagja van?

2.13. | asorozatnak végtelen sok 3-ndl kisebb tagja van?

Van-e olyan oszcilldlva divergens sorozat, amelyik

(a) korlatos (b) nem korlatos?

2.15. | Egy sorozatnak végtelen sok pozitiv és végtelen sok negativ tagja van. Lehet-e a sorozat
konvergens?

A Kkovetkezd, végtelenbe tarté sorozatokhoz keressiink kiiszobindexet:
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216, | -, 207, | LF2Eodm
n

VIFV2+- 4+ n n? —10n
2.1 209, | o2
Loty {0n 7 100
l
%) T
2n

(]
. S| |ee
=%

N
[\

2 Konvergensek-e vagy divergensek-e a kovetkezd sorozatok? Hatdrozzuk meg a hatarértéke-

ket, ha vannak!

3, han péros 3n,  han péros
(a) ap = . (b) ap = L
4, han péaratlan 4n%,  han pdratlan

1
2.23. | Bizonyitsuk be, hogy az — sorozat nem tart 7-hez!
n

2.24. | Bizonyitsuk be, hogy a (—1)" sorozat divergens!

2.1.2. Gyakorlo feladatok

1
Legyen az (a,,) sorozat a kovetkezOképp megadva: a,, = 1 + T A feladatokban
n

szereplo n és ng jelek pozitiv egész szamokat jelolnek.

@ Adjunk meg olyan n( szdmot, hogy Vn > ng esetén teljesiiljon, hogy

@) |a, — 1] <0,1, () |a, — 1] < 0,01.

@ Van-e olyan ng szdm, hogy Vn > ny esetén teljesiil, hogy |a,, — 2| < 0,001?

2.27. | Igaz-e, hogy
(@) Ve > 0 3ng Vn > ng (Jla, — 1] <&)?  (b) Ing Ve > 0Vn > ng (|la, — 1] < &)?
(¢) e > 03dngVn >ng (la, — 1| <&)? (d) Je > 03Ing Vn > ng (Ja, — 1] > €)?

() Ve >03dngVn <ng (la, — 1| <e)? (f) Ye > 03Ing Vn < ng (Ja, — 1| > ¢)?

Keressiink olyan [N szamot, hogy Vn > IN esetén teljesiiljon, hogy
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V2 < 1,01. W/n < 1,0001.

Mutassuk meg, hogy van olyan n szam, amire igaz, hogy minden n > ng esetén v/n? + 5 —
n < 0,01.

2.31. | Tegyiik fel, hogy lim a, = co. Melyik 4llitds kovetkezik ebbs1? Melyik allitasbol kovetke-
n—o0

zik, hogy lim a,, = 0c0?
n—oo

(a) Az (a,) sorozatnak nincs legnagyobb tagja.

(b) Az (a,) sorozatnak van legkisebb tagja.

(c) A (3,00) intervallumon kiviil az (a,,) sorozatnak csak véges sok tagja van.

(d) VK esetén a (K, 0o) intervallumon kiviil az (a,,) sorozatnak csak véges sok tagja van.
(e) A (3,00) intervallumban az (a,,) sorozatnak végtelen sok tagja van.

(f) VK esetén a (K, co) intervallumban az (a,,) sorozatnak végtelen sok tagja van.

Lehet-e az a,, sorozat hatarértéke —oo, oo vagy egy valés szam, ha
2.32. | asorozatnak van legnagyobb tagja?
2.33. | asorozatnak nincs legnagyobb tagja?

Konvergensek-e vagy divergensek-e a kdvetkez$ sorozatok? Hatdrozzuk meg a hatarértéke-
ket, ha vannak!

@ a, — {3, han < 100 ®) a, {n, ha n péaros

4, han > 100 10, han paratlan
2.2. Hatarérték és miiveletek, hatarérték és rendezés

2.2.1. Bevezeto feladatok

Hatarozzuk meg a kovetkezo sorozatok hatarértékét, és adjunk meg egy e-tol fiiggo
kiiszobindexet:
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235 | U %

n
237. | " 238, | "1
n+1 ™+ 2
1
2.39. n
n+1’

N 242, LA
n

1 1 1
2.43. | Legyena, = —+ — + --- + — (n tagd az 6sszeg). Mivel a tagokat alkoté sorozatok 0-hoz
non n

tartanak, ezért az a,, sorozat tart 0-hoz. Masrészt minden n-re a,, = n-— = 1, ezért a,, — 1.
- . 7 . yd z M M n
Melyik kovetkeztetés a hibds, és mi a hiba benne?

1 1\"
2.44. | Tudjuk, hogy 1 + — — 1, tovdbbd 1" = 1, ezért <1 + —> — 1.
n n
1 n
Masrészt a Bernoulli-egyenl6tlenség felhasznaldsaval bizonyithatjuk, hogy (1 + —) > 2,
n

1 n
tehat <1 + —> hatarértéke nem lehet kisebb 2-nél.
n

Melyik kovetkeztetés a hibas, és mi a hiba benne?

2.45. | Adjunk példét olyan (a,,) és (b,) sorozatokra, amelyekre teljesiil, hogy Z—" — 1dea,—0b, -
O n

2.46. | Abbdl, hogy a? — a? kdvetkezik-¢, hogy a,, — a?
Es abbél, hogy a® — a® kovetkezik-e, hogy a,, — a?

Mi a kovetkezo allitasparok logikai kapcsolata, azaz melyikbdl kovetkezik a masik?

2.47. | P: (a,) konvergens és (b, ) konvergens Q: (a, + b,) konvergens

P:an+bn—>oo Q:a, - o0ésh, -

249. | P:a, +0b, — o0 Q:a, — ocovagy b, — oo

Pia, b, — 0 Q: a, — 0 vagy b, — 0
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2.51.

2.52.

|

2.54.

2.55.

2.56

2.57.

!

2.5

2.59.

|

2.61.

P: (a,) és (b,) korlatos Q: (a,, + by,) korldtos

P: (a,) és (b,) korldtos Q: (a, - b,) korlatos

Mutassunk példédkat az (a,, + b,,) sorozat lehetséges viselkedésére, ha

lim a,, = o0 és lim b, = —o0.
n—o0 n—o0

Mutassunk példékat az (a,, - b,) sorozat lehetséges viselkedésére, ha

lim a, = 0¢és lim b, = oo.
n—oo n—oo

Mutassunk példakat az (%) sorozat lehetséges viselkedésére, ha

lim a, =0és lim b, = 0.
n—oo n—oo

Tegyiik fel, hogy a b,, sorozat egyetlen tagja sem 0. Mi a P és a Q allitdsok logikai kapcsolata,
azaz melyikbdl kovetkezik a masik?

1
P: b, — o0 Q:b——>()

Mi a P és a Q allitdsok logikai kapcsolata, azaz melyikbdl kovetkezik a masik?

P:%—>1 Q:a,—0b,—0

Tegyiik fel, hogy a, — 0és b, — 0. Mi a P és a Q dllitasok logikai kapcsolata, azaz
melyikbdl kovetkezik a masik?

P=%%1 Q:a, — by, — 0

¢ —. Bizonyitsuk be, hogy

Tegyiik fel, h n tra teljesiil, h —
egyiik fel, hogy az (a,) sorozatra teljesiil, hogy PR 13

a, — 10.

Igaz-e, hogy ha (a, - b,) konvergens és (b,,) divergens, akkor (a,) is divergens?

Igaz-e, hogy ha (a,/b,) konvergens és (b,,) divergens, akkor (a,,) is divergens?

Tegyiik fel, hogy az (a,,) és (b, ) sorozatnak van hatarértéke. Mi a kovetkezd allitasok
logikai kapcsolata?
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P: Minden elég nagy n-re a,, < b,,. Q: lim a, < lim b,
n—oo n—oo

P: Minden elég nagy n-re a,, < b,,. Q: lim a, < lim b,
n—oo n—oo

Melyik allitasokbdl kovetkezik, hogy az (a,,) sorozatnak van hatarértéke? Melyik alli-
tasokbol kovetkezik, hogy (a,,) konvergens? Melyik allitasokbol kiovetkezik, hogy (a.,)
divergens?

2.64. | (b,) konvergens és a,, > b, minden elég nagy n-re.

2.65. | lim b, = —oo és a,, > b, minden elég nagy n-re.

n—oo

2.66. | (b,) és (c,) konvergens és b, < a,, < ¢, minden elég nagy n-re.

2.67. | Bizonyitsuk be, hogy ha a > 1, akkor a™ — co.

2.68. | Bizonyitsuk be, hogy ha a < —1, akkor a” oszcilldlva divergens!

!

2.6 Adjunk példit olyan (a,,) sorozatra, amelyikre teljesiil, hogy

(a) {/a, — 2 b) Va — % (© Ya, =0 d) /a, = oo
2.70. | Bizonyitsuk be, hogy ha /a,, — 2, akkor a,, — oo.
1
2.71. | Bizonyitsuk be, hogy ha /a, — X akkor a,, = 0.

2.72. | Van-e olyan (a,) sorozat, amelyikre igaz, hogy

(a) a, —> o0 és Ya, — 1? (b) an—>0és”an—>%?
(©) a, — < és Va, — 37 (d) an—>ooés"an—>%?
(e) an—>3é5”an—>%? & a,, — 3és Va, — x?

Konvergensek-e vagy divergensek-e a kovetkezo sorozatok? Hatarozzuk meg a hatarér-
tékeket, ha vannak!
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2.75.

2.717.

V/2n — n?2 L2r4+n?+1
3"+ nd+1

2.2.2. Gyakorlo feladatok

Hatarozzuk meg a kovetkezo sorozatok hatarértékét, és adjunk meg egy e-tol fiiggo
kiiszobindexet:

|

2.81.

2.82.

l

2.8

2.84

l

2.8

2.86.

26 5
S Vi 14 Vi =1 = n
n_

Adjunk példat arra, hogy a,, — b,, — 0 de % - 1.

Bizonyitsuk be, hogy ha a,, — a > 0, akkor y/a,, — +/a.

a . z 2z
Mutassunk példdkat az b—" sorozat lehetséges viselkedésére, ha

n

lim a,, = oo és lim b,, = .
n—oo n—oo

Tegyiik fel, hogy a,, — oo és b, — co. Mi a P és a Q dllitdsok logikai kapcsolata, azaz
melyikbdl kovetkezik a masik?

P:%—>1 Q:a,—b,—0
Bizonyitsuk be, hogy ha lim @ = 2 — 0, akkor (a,) konvergens és lim a,, = 1.
n—oo @, + n—00

Tegyiik fel, hogy az (a,) sorozatnak van hatdrértéke. Mi a kovetkez6 dllitdsok logikai kap-

n—oo

1
csolata? P: Minden elég nagy n-re — < a, Q: lim a, >0
n

Melyik allitasokbol kovetkezik, hogy az (a,,) sorozatnak van hatarértéke? Melyik alli-
tasokbol kovetkezik, hogy (a,,) konvergens? Melyik allitasokbol kiovetkezik, hogy (a.,)
divergens?
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2.87.

2.88.

lim b,, = oo és a,, > b, minden elég nagy n-re.
n—oo

lim b, = oo és a,, < b, minden elég nagy n-re.
n—oo

1 24 ...
Korlatos-e felulr6l a \/_ + \/——2 + \/ﬁ sorozat?

n

Konvergensek-e vagy divergensek-e a kiovetkezo sorozatok? Hatarozzuk meg a hatarér-
tékeket, ha vannak!

n?+1

2.3. Monoton sorozatok, részsorozatok

2.3.1. Bevezeto feladatok

Legyen (a,) és (b,) két monoton sorozat. Mit tudunk mondani a monotonitds szempontjabél

2.93.

az (a, + by,) sorozatr6l?

Legyen a; = 1, ésn > 1 esetén a,,1 = /2a,. Bizonyitsuk be, hogy az (a,) sorozat
monoton novo!

1 . ,
Legyen a; = 5 ésn > 1esetén a1 = 1 — /1 — a,. Bizonyitsuk be, hogy a sorozat
minden tagja pozitiv, tovabbd, hogy a sorozat monoton csokkend!

Legyena; = 0,9,ésn > lesetén a,.1 = a, — ai. Bizonyitsuk be, hogy a sorozat minden
tagja pozitiv, tovabbd, hogy a sorozat monoton csokkend! Mutassuk meg, hogy van olyan
n € NT, amelyre igaz, hogy a,, < 107°, és adjunk példat ilyen n szdmra!

Mi a kovetkezo allitasok logikai kapcsolata, azaz melyikb6l kovetkezik a masik?

P: Az (a,) sorozat monoton ng. Q: Az (a,,) sorozat végtelenhez tart.
P: Az (a,) sorozat monoton csokken. Q: Az (a,) sorozat minusz végtelenhez tart.

Hatarozzuk meg a kovetkezo rekurziv sorozatok hatarértékét, ha van! A rekurziv kép-
letekben n > 1.
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2a,,
2.98. a] = 27 Upt1 = m 2.99 ap = 1, 5, An+1 —a, + 1
2100. | q, =3, apyq= T“n 210 ] 0, =6, an=—y U,
1 2 1 3
2102 0 =1, a0 (1 . a-) 2103) 0 =3, a - 2 ( ; a)

Korlatosak-e, illetve monotonok-e a kovetkezo sorozatok? Hatarozzuk meg a hatarérté-
keket, ha vannak!

2.104. (1 + %)nﬂ (1 - %)n (1 + %)n

Mi a kovetkezo allitasparok logikai kapcsolata, azaz melyikb6l kovetkezik a masik?

2.107. | P: (ag,), (a2n41) és (as,) konvergens Q: (a,) konvergens

2.108. | P:as, — 5 Q:a, —5

Dontsiik el az alabbi sorozatokrol, hogy van-e konvergens részsorozatuk!

2.109.] (1) 2110.] L
n

2111, /n 2112.] (—1)et
n

2.3.2. Gyakorlé feladatok

2.113. | Legyen (a,) és (b,) két monoton sorozat. Mit tudunk mondani a monotonitds szempontjabél
az (ay, - b,) sorozatr6l?

An+1
a”I’L
n € NT, amelyre igaz, hogy a,, > 10°, és adjunk példat ilyen n szdmra!

2.114. | Legyen a; > 0, és minden n € NT esetén

> 1,1. Mutassuk meg, hogy van olyan

1
2.115. | Legyen a; = a > 0 tetszdleges, a,, 11 = 3 (an + i). Mutassuk meg, hogy a,, — /a.
Qp,

Hatarozzuk meg a kovetkezo rekurziv sorozatok hatarértékét, ha van! A rekurziv kép-
letekben n > 1.
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ale, U1 = V2 + an, alzl, an+1:an+a§b+1
alzl, anH:%(l—i—ai) a1:2, an+1:%(an+£)

: 1\"
2.120. | Korlatos-e, illetve monoton-¢ az (1 + —) sorozat? Hatdrozzuk meg a hatarértékeket, ha
n

vannak!

2.121. | Mi a kovetkezd allitasparok logikai kapcsolata?

P: (as,) és (az,+1) konvergens Q: (a,) konvergens

2.122. | Bizonyitsuk be, hogy ha az (a,,) sorozatnak nincs konvergens részsorozata, akkor |a,,| — oc.

2.4. Nagysagrendek, nevezetes sorozatok

2.4.1. Bevezeto feladatok

2.123. | Bizonyitsuk be, hogy n! < n" igaz!

2.124. | Tegyiik az aldbbi sorozatokat nagysdgrend szerint sorba!

(1), (242, (100v/m), (%)

2.125. | Tllessziik be az n < n* <n® < --- <2" < 3" < ... < nl <n" sorba a megfelels helyre

Vn-et, /n-et,..., /n-et!

Konvergensek-e vagy divergensek-e a kovetkezo sorozatok? Hatarozzuk meg a hatarér-
tékeket, ha vannak!

n 4\"
0 (-3)
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o o

2.4.2. Gyakorlo feladatok

2.136. | Keressiik meg az aldbbi sorozatok kozott az dsszes aszimptotikusan egyenld part!
(n), ("), (4", ),  (¥m), (Vet+D), (V2

Konvergensek-e vagy divergensek-e a kovetkezo sorozatok? Hatarozzuk meg a hatarér-
tékeket, ha vannak!

p ot e
n+6 2 n n
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3. Végtelen sorok

3.1. Végtelen sorok konvergencidja

3.1.1. Bevezeto feladatok

Irjuk fel a kivetkezd sorok n-edik részletosszegét! Hatdrozzuk meg a részletosszegek
hatarértékét! Adjuk meg a sorok Osszegét!

1 1 1
1+E+ﬁ+ —l—l—ok—l—~~
1
- — + — + -+ m +
B
(3k —2)-(3k+1)
Hatarozzuk meg a kovetkezo sorok osszegét, ha konvergensek!
o 4’!’L o0 n
L2 4n < gn

Konvergens-¢ a Z(—l)" sor?
n=1

Igaz-e, hogy ha

o0
Z a,, konvergens, akkor a,, — 0?
n=1
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3.10. | a, — 1, akkor Z a, divergens?

n=1

f: a,, divergens, akkor a,, — 1?

n=1

Hova tartanak a kovetkezo sorok tagjaibol allo sorozatok? Konvergensek-e a sorok?

3.1.2. Gyakorl6 feladatok

Irjuk fel a kivetkezd sorok n-edik részletosszegét! Hatirozzuk meg a részletiosszegek
hatarértékét! Adjuk meg a sorok Osszegét!

11 1
348. | 1+ - +- —
+2+4+ ot

1
T st
Hatarozzuk meg a kovetkezo sorok osszegét, ha konvergensek!

S ETnpo

3.22. | Igaz-e, hogy ha a, — 0, akkor Z a,, konvergens?

n=1

Hova tartanak a kovetkezo sorok tagjaibol allé sorozatok? Konvergensek-e a sorok?
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3.24. i
n

n=1

£
-

3.2. Pozitiv taga sorok konvergenciakritériumai

3.2.1. Bevezeto feladatok

Dontsiik el a majorans Kritérium segitségével, hogy konvergensek-e a kovetkezo sorok!

3.26. i 2_111
n=1

oo

S

Dontsiik el a hanyadoskritérium segitségével, hogy konvergensek-e a kovetkezo sorok!

0 o0 2

3.29. | Tegyiik fel, hogy minden pozitiv egész n-re a,, > 0. Mit dllithatunk a Z a,, sor konvergen-

n=1
cigjat illetden biztosan, ha
(a) lim /a, > 1, (b) lim Va, <1, (¢) lim /a, =17

Dontsiik el a gyokkritérium segitségével, hogy konvergensek-e a kovetkezo sorok!

> >(-1)
n=1 n=1
n—oo n

Tegyiik fel, hogy b, # 0 (n = 1,2,3,...), tovdbba lim In — ¢ > 0. Mit dllithatunk a

g a,, sor konvergencidjat illetéen biztosan, ha

n=1
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(a) Z b, konvergens.

n=1

(b) Z b, divergens.

Dontsiik el ismert sorok nagysagrendjével valé osszehasonlitassal, hogy konvergensek-e
a kovetkezo sorok!

Dontsiik el, hogy konvergensek-e a kovetkezo sorok!

3.35.

3.37.

w9

g

=
w

3

=)

1

3

w9
=
n

3.47.

3.49.

3.51.

Zn2+3

3 —n+2

] >

Z:: e 3.36. ; —)"—=

> n 1 . n

;(—1) 7 3.38. ;_

S ) 551

— 2 - = 2 n

[o@) 2 n x

> () 2

>, 1000™ =1

21 n! ;nln2n

f; ( ) 346, S (-1 (%)”
ad " =, /n+200\"

;( ) 348 ; 2n+7>

f: n°+3 3.50. i ey
1

Tegyiik fel, hogy Zan A e Rés Z
=1

Kovetkeznek-e ebbol az alabbi allitasok?

B € R, valamint c egy val6s szadm.
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@ » coa,=c-A () > (an+b,)=A+B
n=1 n=1
© > (an—b,)=A-B @) > (anb,) = AB
n=1 n=1
o0 an A 00
© > =% A0 ® Y lan = |A]
n=1 " n=1

3.2.2. Gyakorlo feladatok

Dontsiik el a majorans kritérium segitségével, hogy konvergensek-e a kovetkezo sorok!

Dontsiik el a hanyadoskritérium segitségével, hogy konvergensek-e a kovetkezo sorok!

= 3"n! >, 2|
& &

n=1 n=1

Dontsiik el a gyokkritérium segitségével, hogy konvergensek-e a kovetkezo sorok!

s 57 S (141)
n=1 n=1

Dontsiik el ismert sorok nagysagrendjével valé o6sszehasonlitassal, hogy konvergensek-e
a kovetkezo sorok!

. n2+4
3.58. Z 5

. \/onb
3.59. nzl 3

n=1

Dontsiik el, hogy konvergensek-e a kovetkezo sorok!
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o0 o0 2
S >

n=1
> 10 0 1
ot 3nn_ on ra (1 + ﬁ)

3.3. Feltételes és abszoliat konvergencia

3.3.1. Bevezeto feladatok

3.64. | Igaz-e, hogy ha egy végtelen sorban a tagokbdl 4ll6 sorozat monoton csokken, akkor a sor
konvergens?

I

65. | Igaz-e, hogy ha egy végtelen sorban a tagok el&jele véltakozik, €s a tagok abszolit értékeibdl
all6 sorozat monoton csokken, akkor a sor konvergens?

3.66. | Igaz-e, hogy ha egy végtelen sorban a tagokbdl all6 sorozat monoton csdkkenve 0-hoz tart,
akkor a sor konvergens?

3.67. | Igaz-e, hogy ha egy végtelen sorban a tagok elGjele valtakozik, és a tagok abszoliit értékeibdl
all6 sorozat 0-hoz tart, akkor a sor konvergens?

Melyik sor Leibniz-sor? Melyik sor konvergens?

11 1 1 1 1
68. | 1——f-—=+-- 3.69. | 1 -
5YE7 RERE i

111 1
370 | 1t Lt L 371 | 1 _
R R e tro vt

I

2 3.73. 2(_2)”
3 (%)n 3.75. i(—w%
n=1 n=1
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3.3.2. Gyakorlé feladatok

3.76. | Igaz-e, hogy ha egy végtelen sorban a tagok elGjele valtakozik, akkor a sor konvergens?

Melyik sor Leibniz-sor? Melyik sor konvergens?

3.77. 1_14_}_1_{_... 3.78. 1—L+L_L+...

2 3 4 V2 V3 V4

Dontsiik el, hogy konvergensek-e, illetve abszoliit konvergensek-e a kovetkezo sorok!

i(_l)ngn:_ 1 iszlzn
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4. Vegyes feladatok

4.1. Logikai feladatok

Balkezes Bendeguz a bal kezével mindig igaz, a jobb kezével mindig hamis allitasokat ir.

Van-e olyan mondat, amelyiket egyik kezével sem tud leirni?

Van-e olyan allitds, amelyiket mindkét kezével le tud irni?

Van-e olyan allitds, amit le tud irni bal kézzel, és az allitas tagaddsat is le tudja irni bal kézzel?

m Van-e olyan allitds, amit le tud irni jobb kézzel, és az éllitds tagaddsat is le tudja irni jobb
kézzel?

Egy 13 jegyl kddszdmban barmely 3 szomszédos szdmjegy Osszege 11. A kod mésodik jegye
6, a tizenkettedik jegy pedig 4. Mi a 13-adik jegy?

Egy kereskeddnek nem pontos a kétkari mérlege, mert a karok hossza nem egyenld. Adjunk
meg olyan modszert, amellyel ezzel a mérleggel is pontosan le tudja mérni az 4ruk sulyat!

Csélcsap Csaba egyszerre udvarolt Amélidnak €s Borékanak. Amadlia a metr6 A, Bordka
ugyanazon metrovonal B végallomdsanal lakott. Csaba a véletlenszer(i id6pontban befejezett
munka utdn lement a metréba, és mert mindkét ldnyt egyforman szerette, a metrora bizta a
dontést. Amelyik metré elOszor jott, arra szdllt fel. A metrok mindkét irdnyban 10 percen-
ként kovették egymdst. Egy id6 utdn azt vette észre, hogy atlagosan 10 alkalombdl 9-szer
Amalidhoz ment, és csak egyszer Borékdahoz. Hogyan lehetséges ez?

Kovécs tr minden délutan 5 6rakor érkezik vonattal az dllomésra, ahol a felesége varja kocsi-
val, és azonnal hazaviszi. Egyik nap Kovécs dr hamarabb végzett a munkdjaval, és kordbbi
vonatra szallt. Igy 4 érakor érkezett az dllomdsra. Elindult gyalog hazafelé. A felesége a szo-
kasos id6ben indult érte kocsival. Amikor az uton talalkoztak, Kovacs ur beiilt a kocsiba, és
hazamentek. A szokdsos id6pontndl 10 perccel hamarabb érkeztek haza. Hany 6érakor iilt be
Kovics tr az autdba, ha feltételezziik, hogy a felesége mindig azonos és dllandé sebességgel
ment a kocsival?
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Ebben a feladatban a Foldet tokéletesen gomb alakinak képzeljiik. Ezen a gomb alakd Fol-

don indult el egy kutaté reggeli sétara. E16szor ment 1 km-t délre, majd 1 km-t keletre, végiil
1 km-t északra, és igy visszért arra pontra, ahonnan elindult. Honnan indulhatott el?

Egy biologus egy 10m hosszu radra 100 hangyat rakott fel. Véletlenszerti volt, hogy melyik
hangya a rdd melyik pontjara keriilt, és az is véletlenszer( volt, hogy melyik hangya a rud
melyik vége fele nézett. A hangydk dllandd, 1cm/s sebességgel haladtak mindaddig, amig
bele nem {iitkoztek egy masik hangydba. Akkor mindkét hangya megfordult, €s 1cm/s se-
bességgel haladtak az ellenkezd irdnyba a kovetkezd titk6z€sig, amikor is az iitk6z6 hangyak
megint megfordultak, és dllando, 1cm/s sebességgel haladtak tovabb az ellenkezd irdnyba a
kovetkezd iitkozésig, és igy tovabb. Ha egy hangya elért a rdad valamelyik széléhez, akkor
leesett a ridrdl. Bizonyitsuk be, hogy a kisérlet kezdete utan 20 perccel mar iires volt a rad!

Kivégjuk egy sakktdblabdl az egyik atljanak egyik végén levs négyzetet (az A1 mezdt). Le
lehet-e fedni a megmaradé sakktdblat 21 darab 3 x 1-es lappal? (Egy lap 3 egymds melletti
mezG6t tud lefedni.)

4.2. Hibakereso

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet!

4.13.

Vi—z+vVr—3=1 Emeljiik kobre mindkét oldalt!
l—o+3(V1—2)'Ve—3+3VT—z(Vz—3) " +2-3=1
—2+43V1—avVz-3(Vl—-az+Vaz-3) =1

Vegyiik észre, hogy a baloldalon a zdr6jelben levl 0sszeg az eredeti egyenlet szerint 1.
Vi—aVz-3=1

(1—z)(z—3)=1

r=2

Ellendrizziik az eredményt az eredeti egyenletbe val6 behelyettesitéssel!

Allitas: Ha G egy olyan egyszerl véges graf (azaz G-ben nincs hurokél és nincs tobbszoros
él), amelyben minden cstcs foka 2, akkor G kor.

Bizonyitas a graf csticsainak szamdra vonatkozé teljes indukciéval. Induljunk ki n = 3-bdl,
akkor a feltételeket csak a K3 teljes graf elégiti ki, ami valéban kor.

Tegyiik fel, hogy az n — 1 csucst, a feltételeknek eleget tevé grafra igaz az allités, és tegyiik
fel, hogy n > 3. Legyen u a graf egy csucsa. Mivel u foka 2, u-nak pontosan 2 szomszédja
van, legyenek ezek v és w. Hagyjuk el a grafbdl az u csicsot a hozzatartozoé élekkel egyiitt, és
hizzunk be egy €It v és w kozott. Ekkor megint minden csucs foka 2 lesz, viszont a grafnak
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most n — 1 csucsa van, tehdt az indukcios feltevés miatt kor. Ha u-t beillesztjiik v és w kozé,
akkor a grafnak n csucsa lesz, és tovabbra is kor.

4.14. | Allitas: Ha van valamennyi egyformanak latsz6 pénzérménk, de az egyik hamis, és igy
konnyebb, mint a tobbi, akkor egy kétkard mérleg segitségével egyetlen méréssel kivalaszt-

hatjuk a hamisat.

Bizonyitas: Induljunk ki 2 darab érmébdl, ekkor 1 mérés elég. Tegyiik fel, hogy n € N*
darab érme esetén is elég 1 mérés. Vegyiink most n + 1 érmét! Egyet tegyiink félre! A ma-
radék n érmébdl az indukcids feltétel miatt 1 méréssel ki tudjuk vélasztani a hamisat, illetve,
ha nincs koztiik a hamis, akkor a félretett érme a hamis. Tehdt n + 1 érme esetén is elég volt

1 mérés.

4.15. | Legyen egy téglalap két éle a és b, atl6ja pedig c. Ekkor a téglalap teriilete T = ab, és a

téglalap keriilete K = 2(a + b).

Tehat:

igy

Mivel 0 < a < ¢, ezért:

Beszorzas utan:

T és K helyébe irjunk ab-t és 2(a + b)-t:

Rendezés utan:

Kiemelés utan:

Osztunk (a — ¢)-vel,de a — ¢ < O:

Négyzet esetén b = a és ¢ = a/2:

Egyszertsités és rendezés utan:

Hol a hiba?

T B ab

K 2(a+b)

2 2

2T c ab c

2a%b _ac abc G
20a+b) V2 a+b 2

2a%b abe ac c?

2(a+0) _a+b<ﬁ_ﬁ

ab
a+b

(a—c) <
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4.16. | LegyenS=14+2+4+8+16+32+---=1+4+2-(1+24+4+8+16+32+---). Tehat
S =14+ 25, amib6l S = —1. Hol a hiba?

4.3. Egyenlotlenségek
4.17. | Tudjuk, hogy a < b és x < y. Melyik nagyobb: ax + by vagy ay + bx?

Bizonyitsuk be a kovetkezo egyenlotlenségeket!

1 1
4.18. (a+b)(5+5)24,haa,b>0

4.19. | (a+b)(b+c)(c+a) > 8abe,haa,b,c >0

420, | b ¢ Z§,haa,b,c>0
b+c a+c a+b 2

421 21 S s haabe>0
b ¢ a

k
1 koK
Bizonyitsuk be, hogy <1 + —) <1+ —+ —, hak,n pozitiv egészek, €s k < n.
n n o n

Melyik nagyobb: 1000'°%° vagy 1001°%°?
Melyik nagyobb: 1000 vagy 100110°0?

4.4. Sorozatok

Mit mondhatunk a lim a,, hatarértékrol, ha
n—oo

a2 o a2

Mit mondhatunk a lim a] hatarértékrél, ha

n—oo
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428. | 4, 27 429. | o %? 430. | o, - 12
a
Mutassunk példat olyan a,, sorozatra, amelyre igaz, hogy lim ntl 1, és
n—oo
431. | I _ m , _
im0, =1 EE N
433. | lim a, = m g —
im0, =0 (434 ] i a, =7
. . Qp—2 + Qp—1 .
Legyenag = 0,a; = 1,ésn > 1esetén a,, = — Hatdrozzuk meg az (a,,) sorozat
hatarértékét!
4.36. | Tegyiik fel, hogy klim a, = A. Hatarozzuk meg a b,, = 1ttt sorozat hatarér-
—00 n
tékét!
1
4.37. | Bizonyitsuk be, hogy minden k pozitiv egész szdm esetén 1 + T + o1 + -+ 0 <e.
4.38.

=

3

\o

1 1 1
Bizonyitsuk be, hogy lim (14 —+ =44+ — | =e
n—00 1 2! k!

Bizonyitsuk be, hogy az e szam irraciondlis!

an + by

5 s
bni1 = vV a,b,. Bizonyitsuk be, hogy az (a,,) és (b,) sorozatok konvergensek, és hogy a két
sorozat hatarértéke megegyezik!

Adottak az a és b pozitiv szamok. Legyen a; = a és by = b, tovabba a, 1 =

4.5. Végtelen sorok

4.41.

4.42.

Tegyiik fel, hogy b, > 0 (n =1,2,3,...), tovdbbé lim % = 0. Mit dllithatunk a » _ a,,

n—oo by, —
n=1

sor konvergencidjat illetGen biztosan, ha

(a) Z b, konvergens. (b) Z b,, divergens.

n=1 n=1

Tegyiik fel, hogy b, >0 (n=1,2,3,...), tovabba lim Z—” = o0o. Mit éllithatunk a E an
n—oo
n n=1

sor konvergencidjat illetden biztosan, ha
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(a) Z b, konvergens. (b) Z b, divergens.

n=1 n=1

Mit allithatunk a Z a,, sor konvergencidjat illetéen, ha az el6z6 két feladatban b,, > 0 helyett

n=1
csak azt tessziik fel, hogy b,, # 0?

Adjunk meg olyan divergens sorokat, amelyekre teljesiil, hogy

a tagok eldjele véltakozik, és a tagokbdl 4116 sorozat 0-hoz tart!

4.45. | atagok elGjele valtakozik, és a tagok abszoliit-értékeinek a sorozata monoton csokken!

a tagokbol all6 sorozat monoton csokkenve 0-hoz tart!

Konvergensek-e a kiovetkezo sorok? Igaz-e, hogy Leibniz-sorok?

n=1

o'} 1 ) 1
4.48. ; a,, ahol as,,_1 = 57 8 am =
2n—1 2n—1 00
Legyen as, = o €s ag, 1 = T Vizsgaljuk meg a Z a,, sor konvergencidjat hanya-
n=1

doskritériummal is, és gyokkritériummal is! Mit tapasztalunk?

4.50. | Bizonyitsuk be, hogy ha egy végtelen sor konvergencidjét el lehet donteni hanyadoskritéri-
ummal, akkor el lehet donteni gyokkritériummal is!
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Megoldasok

1. Bizonyitasi mddszerek, valos szamok

Van olyan medve, amelyik nem szereti a mézet.

Minden tengerész, minden kikot&ben taldl olyan kocsmat, ahol még nem jart.

Minden medve minden mézet szeret.

1.34. | Ttt a nydr, de mégis hideg van.

A nagynénikémnek kerekei vannak, mégsem & a miskolci gyors.

1.36. (@) (3K) (VB) ~9(B, K)
Van olyan kecske, amit egyetlen bolha sem csipett meg. (bekenték bolhariasztoval)
(b) (3K) (3B) ~¥(B, K)
Van olyan kecske, amit valamelyik bolha nem csipett meg. (szerencséje volt)
(©) (V) (3B) ~®(B, K)
Egyetlen kecskét sem csipte meg az Osszes bolha. (elszaladtak a kecskék)
(d) (VK) (VB) (B, K)
Egyetlen bolha sem csipett meg egyetlen kecskét sem. (ezek csak kutyét csipnek)
(© (VB) (3K) ~®(B, K)
Egyetlen bolha sem csipett meg minden kecskét. (til sok a kecske)
) (3B) (VK) ~®(B, K)
Van olyan bolha, amelyik egyetlen kecskét sem csipett meg. (vegetarianus bolha)

1.37. | A: (3L) (VF) T(F,L) B: (3F) (VL) T(F, L)
A =& B, példaul, ha egy fiu senkivel sem tancolt.
B =& A, példaul, ha egy lany senkivel sem tancolt.

1.38. | A: (3L) (3F) T(F, L) B: (3F) (3L) T(F, L)

A < B,mert T(F,L)és T(L, F) egyszerre igaz vagy hamis, a formula szimmetrikus a
véltozodira nézve.
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1.39.

1.40.

1.41.

1.42.

1.43.

14

[

I!

45

1.46.

1.47.

1.48.

A: (VF) (3L) T(F, L) B: (VL) (3F) T(F, L)
A =& B, példaul, ha csak egy lany tancolt, de & mindenkivel.
B =~ A, példaul, ha csak egy fid tancolt, de 6 mindenkivel.

A: (VF) (VL) T(F, L) B: (3L) (VF) T(F, L)
A = B, mert van legalabb egy lany, és 6t minden fiti megtancoltatta.

B =& A, példaul, ha csak egy lany tancolt, de 6 mindenkivel.

Kétoldali tartalmazdst bizonyitunk.

Legyen x € AN (B UCQC) tetsz6leges. Ekkor z € Aésx € BUC. Hax € B, akkor
re ANBC (ANB)U(ANC). Hapedigz € C,akkorx € ANC C (ANB)U(ANC).
Ezzel belattuk, hogy

AN(BUC)C(ANB)U(ANCQC).

Legyen most z € (AN B) U (AN C) tetszbleges. Ekkor z € AN B vagy z € ANC. Ha
r € ANB,akkorz € A,ész € B C BUC, ésigyz € AN (B UC). Hasonléan, ha
re ANC,akkorxz € A,ésx € C C BUC,ésigy v € AN (B UC(C). Ezzel belattuk, hogy

AN(BUC)D (ANB)U(ANCQC).
Igaz. Legyen z € A tetszGleges. Mivel A C B, ezért 2 € B. Es mivel B C C, ezért z € C.
Igaz, ez éppen a részhalmaz definicidja.
Nem igaz, példdul ha A = B = [0, 1], akkor C' = [0,1] és C'\ B = () # A.
Nem igaz, példdul ha A = [0,1], B =[0,2], akkor A\ B =0 és A # B.

Megjegyzés: ne keverjiik 6ssze a kivondst a halmazok kiilonbségével! Annyi viszont igaz,
hogy ha A\ B = (), akkor A C B

Nem igaz, példdul ha A = [0,2], B =[1,3],akkor C = ANB=[1,2]és A Z C.

Megjegyzés: ne keverjitkk 6ssze a metszetet az unidéval. Az allitds az ,,uniéra” igaz: ha
AUB = C(C, akkor A C C.

A\ (BUCQC)

(ANB)UANCY)U(BNC)H)\(ANBNCO)
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1.49.

1.2.

1.82.

1.83.

1.84.

1.85.

r€(AUB) <= 2¢ (AUB) <= (z ¢ A)N(z ¢
<~ (z€A)AN(z€B) = z€ (AN

Direkt bizonyitas, indirekt bizonyitas, teljes indukcio
Azonos 4dtalakitasokat végziink, felhaszndlva, hogy a és b pozitiv.

a+bz\/% = a+b>2Vab < (a+b)?>dab —

— a4+ 2ab+b* > dab <= a®?—2ab+ b >0 —
<~ (a—b)?*>0

Megjegyzés: az utolsé egyenlStlenség baloldala, (a — b)? pontosan akkor nulla, ha a = b.
Ezzel azt is belattuk, hogy az eredeti egyenlStlenségben akkor és csak akkor van egyenldség,
haa = 0.

Visszavezetjiik az el6z0 feladatra.

1+1 1+1
Jab>-—2 oot a"b o0 1L _ah
_1_1_1 Vab ~— 2 a b~ 2
a b

Alkalmazhatjuk az el6z6 feladat eredményét, a és b helyett az 1/a és 1/b pozitiv szamokra.

Egyediil A, igaz biztosan.
Mindegyik A, igaz. Ez a forma a teljes indukcid ,,descente infinie” verzidja.

Legyens, =1+3+5+---4+ (2n+1). Ekkor s; =4, s5 = 9,53 = 16,.... A sejtés
$Sp=1+34+5+--+2n+1)=(n+1)>%
Az n = 1 esetre igaz. Tegyiik fel, hogy n-re igaz, beldtjuk, hogy akkor (n + 1)-re is igaz.

Spp1 =1 +34+54 -+ 2n+1)+(2n+3) =5, +2n+3 =
=(n+1)2?+2n+3=n+1*+2n+1)+1=(n+2)?
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Teljes indukcidval bizonyitjuk. Ha n = 10, akkor

1.87.

1.88.

2'% = 1024 > 1000 = 10°.
Tegyiik fel, hogy n-re igaz az egyenl&tlenség. Mivel ekkor
2" =2.2" > 2.n%

ezért elég beldtni, hogy han > 9, akkor (n+ 1) = n3 +3n? +3n + 1 < 2n3, azaz azt, hogy
n® —3n?—3n—1>0.

n®—3n*—3n—1=m"-3n*+3n—-1)—6n=n-1>-6n>0 < (n—1)>>6n
Han > 9, akkorn — 1 > 6. Masrészt

(n—12=n*-2n+1>n < n*+1>3n.
Ez biztosan teljesiil, ha n > 3. A két utols6 egyenldtlenség szorzatabol

(n—1)* > 6n.

Teljes indukciéval bizonyitjuk. Ha n = 1 akkor 1 < 2+/1 = 2. Tegyiik fel, hogy n-re igaz az
egyenldtlenség, azaz

1 1 1
sp=14—=+—F=+ -+ —=<2Vn.
SRVE N
e L Ly +1<2\/_+1
Spt1 = —+t—=+-+—F = Sy, < n .
! V2 V3 NRVIES n+1 Vn+1

Elég beldtni, hogy 2v/n +

<2vn+1.

1
vn+1
<2vn+1 <= 2ynn+1)+1<2(n+1) <

2n+1 n+(n+1)
2 2

Ez pedig igaz a kéttagd szdmtani és mértani kozepek kozotti egyenlStlenség alkalmazésdval
az n ésn + 1 szamokra.

1
vn+1

2v/n +

<~ n(n+1) <

Teljes indukciéval bizonyitjuk. Han = 1 akkor 12 — 0-3 = 1 = 11*1. Tegyiik fel, hogy n-re
igaz, hogy
U2 — Uy Uy = (—1)"
Felhasznaljuk, hogy ,, 11 = u, + uy_1, €S €Z8rt Uy, 11 — Up = Up_1-
UEL-H — UpUpt2 = Ui—i-l - un(un-H + un) = Un+1(un+1 - un) - ui =

= Un+1Un—1 — Ui = —<Ui - unflun#»l) = (_1>n+2.

Ez éppen a bizonyitand6 egyenlGség, n helyett (n + 1)-re felirva.



1. Bizonyitdsi médszerek, valds szdmok — Megoldasok 51 U

Teljes indukciéval bizonyitjuk, hogy ha n > 6, akkor u,, > 1,5, Han = 6ésn = 7

1.90.

1.92.

esetén
ug =8 > 7,59375 = 1,55, uy = 13 > 11, 390625 = 1,56.

Legyen n > 6 és tegyiik fel, hogy n és n + 1 esetén igaz az egyenlStlenség:
Up > 1,5"71 wpq > 1,5"
Be kell latnunk, hogy n + 2 esetén is igaz az egyenlotlenség.
Upio = Uns1 + Uy > 1,5" + 1,57 n = 1,5"1(1,5+1) > 1,5"+,

mivel 1,5% = 2,25 < 2,5.

[rjuk fel az (a,,) sorozat néhdny tagjat:
a1 =0,ay=1,a3=4, a, =9, a5 =16, ...
A sejtés az, hogy a,, = (n — 1), Tegyiik fel, hogy a,, = (n — 1)? és a,,+1 = n?. Ekkor
Unpo = 2ps1 — G +2=2n —(n—1)*+2=2n*> —n*+2n+ 1= (n+1)%

éppen a keresett egyenldség.

Nem tudnak igy ugrani. Szinezziik meg a sakktdbla mezGit két szinnel a szokdsos médon
sotétre és vildgosra. Ekkor barmely két szomszédos mez6 ellenkezd szind, ezért ha egy
bolha ugrik, akkor mds szinli mez&re ugrik, mint ahol eredetileg volt. De a sakktdbla oldala
paratlan hosszusagu, ezért a tablanak pdratlan sok (25) mezdje van és igy valamelyik szinbdl,
példaul sotétbdl (ha a bal alsé mezd so6tét) tobb van, mint vildgosbdl. Eszerint a s6tét mezdn
all6 bolhdk az ugras utdn kevesebb mezdre érkeznek, igy valamelyik vildgos mezdn egynél
tobb bolha landol.

Megjegyzés: Valdjaban azt bizonyitottuk be, hogy semmilyen pdratlan oldali sakktdblan
sem lehet igy ugratni a bolhdkat. Ennek a feladatnak egy ismertebb verzidja, hogy paratlan
oldalu sakktdblat nem lehet lefedni (egyrétlien) 2 x 1-es domindkkal. Azt konnyl belatni,
hogy minden paros oldalu sakktdbla lefedhet6.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy v/3 racionalis. Ekkor megadhat6 két egész szam, p és ¢ vigy,

hogy
2

V3=t = 3-L
q q
Feltehetjiik, hogy mindkét egész szdm pozitiv és a hdnyadosuk mér nem egyszertsithetd,
azaz p és g relativ prim szdmok. Az egyenl8séget ¢>-tel beszorozva

3¢° = p°.
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1.93.

1.94.

1.95.

1.96.

Eszerint p? oszthaté 3-mal. Mivel 3 primszdm ezért p is oszthaté 3-mal, p = 3r, ahol r egy
pozitiv egész szam.
3¢% = 92, ¢ =3’

P a

Az el6z6 gondolatmenethez hasonléan azt kapjuk, hogy ¢ is oszthaté 3-mal. Ez ellentmond
annak, hogy p és ¢ relativ prim.

Megjegyzés: Ugyanez a bizonyitds 3 helyett tetsz6leges n > 0 primszamra is elmondhaté:
han > 0 primszdm, akkor /n irraciondlis. Valéjdban n-r6l csak azt haszndltuk ki, hogy nem
oszthat6 1-nél nagyobb négyzetszdmmal, azaz n el64all kiillonb6zd primszamok szorzataként.
A bizonyitast tovabb gondolva megkaphatjuk azt a tételt, hogy pozitiv egész n esetén n
négyzetszam vagy +/n irracionalis.

14++3

Indirekt médon tegyiik fel, hogy — 7 raciondlis szdm. De akkor 1 + /3 = 2 - r és

7 7z

V3 =23 — 1is raciondlis szdm. Ez ellentmond az el6z5 ( 1.92. ) feladat allitasanak!

Indirekt médon tegyiik fel, hogy
V2-v/3=vV2. :B’ P’ =2-3-¢,
q

ahol p és q két relativ prim pozitiv egész szam. Mivel 2 és 3 két kiillonb6z6 primszam, ezért
p oszthat6 6-tal, p = 2 - 3 - r. Innen

22.3%2.02=2.3. ¢, =231

és igy q 1s oszthat6 6-tal, ami ellentmondas.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy

2 2 2
\/__:I_?v _:p_7 2q2:3p27

NEE 3 ¢

ahol p és g két relativ prim pozitiv egész szdm. Innen azt kapjuk, hogy p oszthat6 2-vel, ¢
pedig oszthat6 3-mal, azaz
ahol r és s két pozitiv egész szam.

2-3-s2=3-22.r% 35 =2r%

Innen kapjuk, hogy r, és ezért p is oszthat6 3-mal, ami ellentmondas.

1
Indirekt médon bizonyitunk. tegyiik fel, hogy minden n estén a,, > 1000 = 103, Ekkor

ay = ag—aj < 0,9-107% a3 = a;—a? < a;—-1079<0,9-2-107%,.. ., a, <0,9—n-107°.
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Ez az utolsé, a, < 0,9 — n - 107° egyenlStlenség konnyen belathats. De akkor az n = 10°
vélasztdssal a, < 0,9 — 1 < 0 < 1073, ami ellentmondas.

Megjegyzés: mivel a bizonyitas indirekt, formdlisan csak azt lattuk be, hogy van egyezred-
nél kisebb tagja a sorozatnak, azt nem, hogy az egymilliomodik tag kisebb mint egyezred.
Ahhoz, hogy ezt is beldssuk, médositani kell az indirekt feltevést arra, hogy

an, > 1072, han < 10°.

1.3. Nevezetes kozepek, becslések

1.127. | Az a®bc egy négytényezGs szorzat. Irjuk fel a megadott 3 tagti dsszeget 4 tagli osszegként és

hasznaljuk a szdmtani és mértani kozepek kozti egyenldtlenséget 4 szam esetén:

a
§+§+b+c>4g.g.b C=41a2bc
4 —\V2 2 4
Eszerint
18 9 41
B S B T
1 2=\t

Negyedik hatvdnyra emelés €s dtrendezés utdn:

9\ 4
a’be < 4 (—)
2
18 9

. ~ . . a p
A jobboldalon szerepld szdm a keresett maximum, hiszen 3 = b=c= 7 =3 esetén
egyenlség van.

Hasznéljuk a harmonikus és a szdmtani kozepek kozotti egyenldtlenséget:

abce 1 3 1 a+b+c 18
—_— s —— < = = — =2
ab+bc+ac 3 1 1 1 3 3 9

¢c a b

Itt egyenldség pontosan akkor van, haa = b = ¢ = 6.

2a +b+c

2a +b+c=3 3

> 3¢/(2a)bc = 3v/2 - 18 = 3v/36

Itt egyenlség pontosan akkor van, ha 2a = b = ¢ = v/36.



1. Bizonyitdsi médszerek, valds szdmok — Megoldasok 54 U

1.130. | Felhasznaljuk a mértani és a négyzetes kozepek kozotti egyenlbtlenséget:

a2+b2+c2:3(\/W>223<m>2:3<318>2

Itt egyenlSség pontosan akkor van, haa = b = ¢ = v/18.

1.131. | Természetesen csak akkor értelmes a feladat, ha v > u. A v, dtlagsebesség a megtett tt
osztva a megtételhez sziikséges ¢ idovel:

2s
Vg = —.

t
Szamoljuk ki ¢-t. A folydsirdnyban a sebesség v + u, az s tuthoz sziikséges 1d6

s
v4u

ty

Az ellenkezd tton a sebesség v — u, az s Uthoz sziikséges 1d6

S

t2: .
Vv—1Uu

Mivel t = t; + to, ezért

Va = 5 s T 1 1

vtu v—u o g4y v—u
Tehét v, éppen a harmonikus kdzepe a v + u, v — w szdmoknak, és ezért © > 0 esetén

hatdrozottan kisebb a két szdm szdmtani kdzepénél, v-nél.

1.132. | Felhasznalva a szdmtani és mértani kozepek kozotti egyenlStlenséget:

r
§+§+(1—x) 4

?l—z)=4-Z-%. (1—-x)<4- = —.
3 27

2
Egyenl6ség csak akkor van, ha % =1—x,azazx = 3"

. 4
Tehat a keresett maximum: 77

1.133. | Az édbraa gomb és a henger egy sikmetszetét dbrazolja. Az dbra jeloléseit haszndlva, a henger
térfogata:
V=2r-U,aholU =2 - yésa’+¢y>*=1, 0<z<1.
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U2
Ezért U = 2*v/1 — 22. Szdmoljuk ki T maximumat:

U_QZM:x_Z.x_Z.(l_lﬂ) xy)
4 4 2 2

Az itt szerepld harom pozitiv szdm 0sszege x-t6l fliggetle-
niil 1, és igy szorzatuk akkor maximalis, ha megegyeznek:

x? L V2 1
—=1—-zazazr=—, y=—.
2 V3T
. e 47
Tehat a maximalis térfogat: V = ——.
3v/3

Atalakitjuk az egyenlStlenséget gy, hogy a bal oldalon csak a legmagasabb fokd (n°) tag
maradjon:

1 1
0,1n° + 30n* — 20n3 + 10 > 1000n* 4+ 2000n> + — <= 0,1n° > 930n* 4+ 2020n> + —.
n n

1
930n* 4+ 202012 + — < 930n* + 2020n* + n* = 2951n* < 3000n* < 0, 1n°,
n

han > 30000 = 3 - 10*. Tehit az N = 3 - 10* megoldas.

Az egyenl6tlenség baloldalét az tigynevezett ,,gyoktelenitéssel” (gyokok 0sszegével vald bo-
vités) alakitjuk at:

9 10
Vn+10—vn+1= < —= < 0,001.
Vn+10++vn+1 n
10 . o
T<0,001 — 10* < v/n <= 10° < n.
n

Tehdt az N = 10° valasztds megfelel.

1 1
<
nd+4n3 +2n2+1 1000

— > +4n®+ 202+ 1> 1000

Mivel n° + 4n® + 2n® + 1 > n® > n®, ezért az el6z6 egyenlStlenség biztosan teljesiil, ha
n > 10.

Tehat az N = 10 megoldasa a feladatnak. De ha a 10 megoldas, akkor minden N > 10 is
megfeleld N, ezért végtelen sok megolddsa van a feladatnak.
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1.137. | Haszndljuk a Bernoulli-egyenlGtlenséget.

| 10\"
00" < — 9 < 100,
S0 (9) -

10\" 1" n n
— =14+ = 1+—=>—>100
(9) <+9)>+9>9> |

ha n > 900. Tehat az n = 901 (és minden nagyobb n) ilyen szam.

A Bernoulli-egyenl6tlenség szerint

V2 < 1,01 < 1,01" > 2.

1 n
"= — —>—>2h 2
1,01 (1+10) 1+1O> 10> an > 20.

\"/01>09<:>—>U <:>—> 10<:>(1+%> > 10.

1 > 1 >—>10h > 90.
<+9) +9 9 an

: e 1
1.140. | Az Arkhimédeszi axiéma szerint van olyan N pozitiv egész szam, amelyre N > —, ezek
€

1 1
koziil a legkisebb az — felsé egészrésze, N = [—-‘ )
€

g

1 1
Wi+l o
1 1 1
ﬁ<€ e n >g <~ TL>%
Tehataz N = {i-‘ megfelel.
Ve
1.142.
n+1 2n 2

2
L h .
n2+\/ﬁ+1<n2 p &M=
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1.143. | Az egyszerliség kedvéért feltessziik, hogy n > 2, és ezért

n n—1 n
[—]> >0
21— 2 4

Hagyjuk el az a,-t leiré kifejezés szdmldl6jabol azokat a tagokat, amelyeknek az indexe
(a gyok alatti szdm) kisebb, mint g A tobbi tag mindegyike legalabb g, és ilyen tagbdl

legaldbb [g} darab van. Ezért

\/ﬁm Vvnon
n:ﬁ+\/§—|—\/§+---+\/ﬁ§ 2 12 > 2 4:§>K,han>64K2.
n n n

1.144. | Megint legyen n legaldbb kettd, és ezért [g} > g

i/@[q v n
31 32 3 3 = 3
nz\/—+\[+\/§+ vn V2 B2 ) 4:\/—E>K,han>512K3.
n n n 8
1.145. | Legyenn > 2.
/14024034 +nyn
" 14+24---4n B
_nVIHV2ZHVEE V) VIV VBV
B n(n+1) N n+1 =
2

E.Fq
SV 2 20 v VRS Gare,
n+1 4(n+1) 8

A%

1
1.146. | El6szor is oldjuk meg az 3 = x egyenletet. Feltessziik, hogy = # 3.
x

1
3—x

=7 = l=2(3-2) <= 22 -32+1=0

A kapott masodfoku egyenlet megolddsai:

3—+v5 3++5
9 2
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1.4.

Nyilvanvalo, hogy ay = 0 < a. Teljes indukcidval belétjuk, hogy ha a,, < a, akkor a,,11 < a
és a, < an4+1. Tegyiik fel tehat, hogy a,, < a. Ekkor

1 1

Apy1 = < = a.
nt 3—a, 3—a

Itt felhaszndltuk azt a nyilvdnval6 tényt, hogy a < 3. Mivel a,, kisebb, mint a pozitiv {6-
egyiitthatés 2 — 3z + 1 = 0 masodfoku egyenlet kisebbik gyoke, ezért

1

az —3a,+1>0 < a, < —
n

= Ap+1-
Az igy kapott egyenl6tlenség minden n-re igaz, tehét a sorozat (szigorian) monoton nd.

Valos szamok, szamhalmazok

Az allitast n szerinti teljes indukcidval bizonyitjuk. Az n = 2 esetben éppen a hdromszog
egyenlGtlenséget kapjuk. Tegyiik fel, hogy valamely n > 2 esetén igaz az

laa| + |ag| + -+ |an| > |ar +az + - + ay|

egyenldtlenség. Az indukcids feltevés és a haromszog egyenltlenség felhasznaldsdaval kap-
juk, hogy

lay|+|as|+ - -+ |an]|+lani1] > ar + az + - - + apl+|ani1| > lay +as + - + an + angl -

(a) A H halmaznak nincs minimuma (minimalis eleme).
(b) H-nak nincs maximuma.
(¢) H-nak van maximuma.

(d) A H halmaznak van minimuma.

1
Ilyen sorozat példaul az a,, = (—1)" - (1 - —), azaz
n

1
1 ——, han paros
n

1
—1+ —, han paratlan.
n

Vee Adye A(y <x)

1
A= {2 Tine N*} ,inf A = 0, sup A = max A = 1, nincs minimuma.
n_
11 . - N
A=< —+4+—:n€N" jeseténinf A =0, sup A = max A = 2, nincs minimuma.
n

NG

Nem kovetkezik. Legyen példaul H = (0,1), ¢ = 2. Ekkorsup H =1 < ¢ = 2.



2. Sorozatok — Megoldasok 59 U

2. Sorozatok

2.1. A hatarérték fogalma, konvergens sorozatok, divergens sorozatok

Mivel a,, — 1, ezért megadhatok a keresett kiiszobindexek.

(a) Legyene =0, 1.

1 1 )

la, — 1| =1+ —=—-1=—=<0,1 &< V/n>10 < n> 10
n

Vn Vi

Tehét az ny = 10? vélasztds megfelel.

(b) Legyen ¢ = 0,01. Az el6z6 megoldasban 0, 1-et 0,01-re cserélve kapjuk, hogy az
no = 10 vélasztas megfelel.

Nincs ilyen ng kiiszobindex, ugyanis az el6z6 feladat (a) részének megoldédsa szerint ha
n > 10%, akkor |a,, — 1| < 0, 1. Ezért ezekre az n-ekre

lan — 2] = |(an —1) = (2= 1) > |1 = |an —1|| > 1= 0,1 =0,9 > 0,001.

2.27. | Ezek a feladatok a konvergencia definicidjdban szerepls jelek (logikai kvantorok, egyenlst-
lenség) sorrendjének és tipusanak a fontossagat mutatjak meg.

(a) Igaz. A 2.25. feladatot éltaldnositva konnyen lathatd, hogy a,, — 1 és ez a formula
éppen ezt mondja.

(b) Nem igaz. Ez a formula pontosan akkor teljesiil egy (a,) sorozatra, ha valahonnan
kezdve a sorozat minden tagja 1. A megadott sorozat nem ilyen.

(c) Igaz. A formula pontosan akkor teljesiil egy (a,) sorozatra, ha a sorozat korldtos. A
megadott sorozat korlatos.

(d) Nem igaz. A formula pontosan akkor teljesiil egy (a,,) sorozatra, ha van olyan nyilt (¢
sugaru) intervallum az 1 koriil, amelyik a sorozatnak csak véges sok tagjat tartalmazza.

(e) Nem igaz. A formula pontosan akkor teljesiil egy (a,,) sorozatra, ha a sorozat elsd tagja
a; = 1, ugyanis az ny = 1 valasztas minden ¢ esetén megfelel.

(f) Nem igaz. A formula semilyen sorozatra nem teljesiil.

2.28.
V2<1,00=140,1 < 2<(1+0,1)"
A Bernoulli-egyenl6tlenség szerint
(1+0,1)">1+0,1n>0,1n > 2,
ha n > 20.
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2.29.
n < 1,000 <= n< (1+107%)"
A binomidlis kifejtést haszndlva
IR £ A n\. o nn-—1) n?
1+107H" = 1074 > 1078 = > >
(1+107) ;C{:) (2) 2108 ~ 8-108 "
han > 8- 108.
2.30.

vn?+5+n 5 5
n?+5—n=(Vn?2+5-—n)- = < — < 0,01,
( ) vVn?+5+n  Vn?+54+n n

ha n > 500.
Mindegyik 4llitds igaz. Egyediil a (d) 4llitds jelenti azt, hogy a, — 0c.

A sorozat nem tarthat co-hez, de tarthat —oo-hez vagy egy valds szdmhoz.

A sorozat nem tarthat —oo-hez, de a tobbi eset lehetséges.

2.34. (a) Az (a,) sorozat konvergens, a, — 4.

(b) Az (a,) sorozat oszcilldlva divergens.

2.2. Hatarérték és miiveletek, hatarérték és rendezés

2.79.
. 2n®43n° 2
lim ———— = —
n—oco Tnb —2 7
2n° +3n° 2| 7(2n°+3n°) —2(Tn° -2)  21n° +4 _
™mé—2 7| 7(Tn® — 2) — 7(TnS —2)

- 21n° + 4n® 25 1 - 1 -
= — - < —<e.
7(Tn® —2n8) 35 n n

1
Ez utébbi egyenlbtlenség biztosan teljesiil, ha n > —, és igy kiiszobindexnek megfelel a
€

g
Ng = |— +1
£
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2.80.

2.81.

2.82.

2.83.

lim (Vn2+1—n) = lim (Vn2 —1—n) =0, ezért lim (Vn2 + 14+ vn2 —1—2n) =0.

n—oo n—o0 n—oo

. g .
Keressiink kiiszobindexet §-ht')z kiilon az a,, = vn?2+1—nésab, = vV/n? — 1 — n soro-
zathoz.

1 1 €
apl=vni+l-n=———— < — < =
[anl vni+l4+n n 2
2
teljesiil, han > —.
€
1 1 €
byl=n—vVn2—-1= ——— < — < —.
al n+vni—1 n 2

2 2
Ez is teljesiil, han > —, tehat az ng = [—] megfelel kiiszobindexnek:
€ €

’\/n2+1+\/n2—1—2n’S‘\/n2+1—n’+‘\/n2—1—n <g+%=€,

han > ny.

1
Legyen példaul a,, = —, b, = —.
n
Mivel a > 0, ezért az (a,,) sorozatnak csak véges sok tagja lehet negativ, igy valahonnan
kezdve ./a,, értelmes.

la, — al la, — al

Vi tya~  a

Mivel a,, — a, vélaszthatunk olyan n kiiszobindexet, hogy n > ng esetén |a,, — a| < e - Vva
legyen. Ez az ny megfelel a keresett kiiszobindexnek:

Vs — vl =

a, —a £-a
|\/an_\/a’§|n |< =&,
Va Vva
ha n > ny.
G, U ¢ 7%
(a) — konvergens és lim — > 0: a, =n, b,=n+1.
bn n—00 0y,
an, . . Qnp, 2
(b) — konvergens és lim — = 0: a, =mn, b,=n".
n n—o0 n
a/n . 2 . a’TL . 2
(c) — divergens és lim — = oo: a, =n*, b, =n.
b, n—oo b,
an, . . n  han péros n? ha n pédros
(d) — oszcilldlva divergens: a, = 9 ) , by = )
b, n* han pératlan n  han paratlan
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2.84. | P =5 Q:legyenpéldaula, =n+1, b, =n.

Qp — bn Gy,

1
Q:>P:Mivelbn—>oo,ezértb——>0ésigy :b——1—>0
2.85.
bn:an—lzan—I—l—?:l_ 2 0
a, + 1 a, +1 a, +1
Fejezziik ki a,,-et b, segitségével:
2 1—-0 +1 2 2 1
= 1= Up, G, = 5 an = - 1.
a, +1 1-0, 1—0b,

A hatarérték miiveleti szabdlyait alkalmazva kapjuk, hogy a,, — 1.

1
2.86. | P =% Q: legyen példdul a,, = —.
vn

Q = P: Legyen lim a, =a > 0.
n—oo
Els6 eset: a = oo. Ekkor van olyan N kiiszobindex, hogy n > N esetén

1
a, >12> —.
n

Masodik eset: 0 < a < oo: Véalasszunk az € = g—héz egy N kiiszobindexet, amelyre

la, —a| <e és <e,

n
han > N. De akkor )
—<5:g:a—s<an.
n 2
2.87. | Az dllitasbol kovetkezik, hogy a,, — oo, ,,renddr-szabaly a végtelenre™:

Legyen ugyanis K € R tetsz6leges. Mivel b, — oo, ezért van olyan N kiiszobindex, hogy
n > N esetén K < b,,. De a feltétel szerint ezekre az n-ekre K < a,, is igaz.

2.88. | Semmi sem kovetkezik:
az (a,) sorozat lehet konvergens, példaul ha a,, = 0,
tarthat oo-hez, példdul ha a,, = b, — 1,
vagy —oo-hez, példaul ha a,, = —n,

de lehet oszcilldlva divergens is, példdul ha a,, = (—1)".
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Korlatos, mert konvergens,

ugyanis

0

_VIHV2H e VitttV oy 1
n? - n? n? vn

1
Mivel valahonnan kezdve 2" < 53”, ezért

3

1
—= = 4/3" = 53 < V3 = 2n < V3 =3,
2 2

3
ha n elég nagy. Az egyenlStlenség bal oldala —= — 3, és ezért a renddr-szabaly szerint

2
v3r —2n — 3.

Hozzuk egyszer(ibb alakra a sorozat tagjait:

1=-243—---=2n (1-2)+B—-4)+---+(2n—1-2n) n

n2+1 n2+1 n2+1

Qn

Végig osztva a szdmlal6t €s a nevezlt a nevezd nagysagrendjével, n-nel, kapjuk, hogy

n 1
ap = — = — — —1.
n2+1 1

2.3. Monoton sorozatok, részsorozatok

Két pozitiv tagii monoton ndvd/csokkend sorozat szorzata monoton nd/csokken.

Két negativ tagd monoton nov6/csdkkend sorozat szorzata monoton csokken/nd.

Egy pozitiv tagi monoton novd és egy negativ tagi monoton csokkend sorozat szorzata
monoton csokken.

27 2z

Egy pozitiv tagi monoton csokkend és egy negativ tagii monoton nov9 sorozat szorzata
monoton nd.

Mas esetekben nem éllithatjuk biztosan, hogy a szorzat monoton.
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2.115.

Teljes indukci6val kénnyen bizonyithat6, hogy a,, > a; - (1,1)"'. Elég tehat taldlnunk egy
6

10
olyan n-et, amelyre 1,1""! > ——. A Bernoulli-egyenl6tlenség szerint
a1
n—1 n—1 106
(1,1) =(1+0,1) >1+(n—-1)-0,1>(n—-1)-0,1>—.
ai
. . 107 107
Ez biztosan teljesiil, han — 1 > —,azazhan > — + 1.
aq aq

Els6 1épésként belatjuk, hogy a sorozat minden tagja pozitiv, de ez teljes indukcidval nyil-
vanvalé. Most mar jobb alsé becslést is mondhatunk a sorozat tagjaira: a (két tagi) szamtani
és mértani kozepek kozotti egyenlStlenség szerint

1 /
an+1:§(an+aﬁ)z anai:\/a

Belatjuk, hogy n = 2-t6l kezdve az (a,) sorozat monoton csokken. Felhasznalva, hogy
a, >0,

1 a
§(an+—>§an <— ai+a§2afl <— aiza <— anz\/a.
Qp

De az el6bb mar beléttuk, hogy minden n > 2 esetén a,, > +/a, tehét a sorozat monoton
csokken és (alulrél) korlatos, de akkor konvergens. Legyen lim a,, = b, és persze b > /a.
n—oo

De akkor lim a,; = bis igaz. Masrészt
n—oo

_1 +a _>1<b+a>
1 =5\ T 2 )

%(bJr%):b — b=+a.

Tehat

A rekurziv képletbsl konnyii kiolvasni, hogy a,, > 0 (s6t azt is, hogy a, > v/2, han > 1).
Masrészt teljes indukcidval bizonyitjuk, hogy a,, < 2.

n = 1re ez igaz. Tegyiik fel, hogy n-re igaz, hogy a,, < 2. Ekkor

Une1 = V2 +a, <V2+2=2.

Megmutatjuk, hogy a sorozat monoton nd. Oldjuk meg a v/2 4+ x > x egyenl6tlenséget a
nemnegativ szamok korében:

V24 x>0 <= 240> <= 22 —1-2<0 < 0<zr<2
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Mivel maér beléttuk, hogy 0 < a,, < 2, ezért « helyébe irhatunk a,-et, és igy a,+1 > a,.
Tehét (a,,) monoton nd és (feliilr6l) korldtos, ezért konvergens. Legyen a = lim a,,. Mivel
n—oo

a sorozat tagjai nemnegativok, ezért a > (0. A hatarérték miveleti szabalyai és a rekurziv

képlet miatt
a=V2+a <= a=2.

a; > 0éshaa, > 0, akkor a1 = a, + > (0, ezért minden n-re a,, > 1. A

a3 +1
rekurziv képlet szerint
1

=— >
ad +1

tehdt a sorozat (szigorian) monoton nd. Indirekt médon megmutatjuk, hogy a sorozat nem

konvergens és ezért nem is korldtos. Ha lim a, = a, akkor a > 0, mert a,, > 0, és ezért

. n—oo
a®+1#0.

0,

Qpy1 — G

1
ad+1
De ennek az egyenletnek nincs megolddsa! Tehdt (a,,) monoton n§ és nem korlatos, ezért
a, — 0.

a=a-+

1 3
Az ap = 5 (1 + —) rekurziv képletbdl azonnal kovetkezik, hogy ha a,, > 0, akkor
Qn,

1 3
any1 > 0. Mivel a; = 1 > 0, ezért minden n estén a,, > 0. Szdmoljuk kia z = 3 (1 + —)
T

egyenlet gyokeit. Ha az (a,) sorozat konvergens, akkor valamelyik nem negativ gyokhoz
tart.

1 3
x:—(l—i——), 20— —3=0,
2 T
1—+v/1+24 ] b 1+v1+24 3
anDgi= - = — - -
4 ’ 4 2

Az egyenlet vizsgélatdbdl az is kideriil, hogy ha 0 < x < b, akkor

1/ 3\ 1/ 3\ 3
2(+x)>2(+b) ;=0
1/ 3\ 1/ 3\ 3

L . . 3 ) ) 3 )
Ez a sorozat tagjaira nézve azt jelenti, hogy a, < 5 ha n pératlan, és a,, > 5 ha n paros.

és ha x > b, akkor

Megmutatjuk, hogy a pdratlan index( tagok részsorozata monoton nd, a paros indextieké
pedig monoton csokken. Ha n pdratlan, akkor a,, < b, és ezért a,,.1 > b, igy

1

3 1 3
an+2:—(1+ )>—(1+—):b>an.
An+1 2 b

2
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Hasonléképpen, ha n péros, akkor a,, > b és a, 11 < b, és ezért

1 3 1 3
nto == (1 —(1+-)=0 n-
Anp+2 2(+an+1)<2(+b> <a

Az eddigi eredményeket Osszevetve azt kapjuk, hogy a pératlan indexd tagok is konvergalnak
és a péros indexd tagok is konvergdlnak. Meg kell mutatnunk, hogy mindkét részsorozat

3
b= §—hez konvergél. Ennek megmutatdsahoz szdmoljuk ki a,, ot a,, segitségével.

1 " 3 1 " 3 Ta, + 3
Ay, = — = — =
275 Apt1 2 1 L+ 3 2(a, +3)
2 a,
7 lim a, + 3
n Tr+3
™ T 5 m a, +3)  2(z +3) v
n—oo

2
Ennek az egyenletnek mar kiszdmoltuk a gyokeit, és az egyetlen pozitiv gyoke éppen b = 3
Tehat

lim a, = =
n—oo

Teljes indukcidval konnyen belathatd, hogy minden n esetén a,, > 0. A szamtani és mértani
kozepekrdl szo16 egyenlbtlenséget haszndlva kapjuk, hogy

1 2 / 2
an+1:§<an+a_)2 an'a_:\/iv

és mivel a; > /2, azért minden n esetén a, > /2. Megmutatjuk, hogy az (a,,) sorozat
monoton csokken, és mivel alulrdl korlétos, ezért konvergens.

2
Mivel a, > /2 ezért — < V2 < ay, és igy

7

1 2 1
Upt1 = § (an—i— —) < g(an—i—an) = Qp,-

1 2
Az (a,,) sorozat hatdrértéke csak az © = 3 (x + —) egyenlet pozitiv gyoke lehet.
x
1 2
x:—<x+—> = 2? =2
2 T

Tehit a keresett gyok /2, azaz a (a,,) sorozat konvergens és

lim a,, = V2.

n—o0
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2.120. | Megmutatjuk, hogy a sorozat szigorian monoton nd. Felhasznélva az (n + 1) tagi szdmtani
és mértani kozepek egyenlGtlenségét

1 n+1
n n I+n-{1+— n+1
1 1 n 1
14+ = =1-(1+= < =1+ .
n n n+1 n+1

Most belatjuk, hogy
1\" 1 1\"
1+—| <4 —= -([14+—| <1
n 4 n

Most (n + 2) tagra haszndlva a szdmtani és mértani kozepek egyenlGtlenségét

1+1+ 1+1 n+2
RTEARTIE IR VA AL FA " n .
202 o

n+2

n

1
Tehét az ( 14 —) sorozat konvergens. A sorozat hatdrértékét Euler-konstansnak nevez-
n

ziik és e-vel jeloljik. Beldthatd, hogy 2 < e < 3, e irraciondlis (s6t transzcendens) €s
e=2,71....

2.121.| P =% Q:legyena, = (—1)™.

Q = P: Ha (a, ) konvergens, akkor minden részsorozata is konvergens (€s ugyanoda tart).

2.122. | Az (a,) sorozatnak pontosan akkor nincs konvergens részsorozata a Bolzano—Weierstrass-
tétel szerint, ha nincs korlatos részsorozata.

Ez akkor igaz, ha minden KX > 0 valds szdmra csak véges sok tagja van a sorozatnak a
[— K, K] intervallumban, azaz véges sok n kivételével |a, | > K.

Ez pedig éppen azt jelenti, hogy |a,| — oc.

2.4. Nagysagrendek, nevezetes sorozatok

n" ~nl+n", Vo~ Vn+ 1.

n

Mis aszimptotikusan egyenl6 par nincs a sorozatok kozott. Habar T — 1, de ezek a
vn

sorozatok nem tartanak co-hez.
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3,1\"
3,01" 3

ot 3n (2 "+1'
3

3,1 2
Itt a szamlalé oo-hez tart, mert ’? > 1, anevezd pedig 1-hez, mert 3 < 1. Tehat

A nevezs nagysagrendje 2".

10

(3,01)"
m ———— =

n! 3\"
nl—3" 2 \2

10 _9n 10
n n__l
2n

. n 2, 7 . P 21 - » . . .. ’
Mivel o — 0, ezért a nevez6 —1-hez tart. Viszont a szdmlalé még mindig kritikus, két

n

végtelenhez tart6 sorozat kiilonbsége. Felhasznalva, hogy n! > (Z) ,

a-(3) =66

) > (5)-G) () - () -

ha n > 24. Igy tehét a szdmldlé co-hez tart és

n! — 3"
nlO _9n

2
2.139. | 0,99"n? = (100nw — 0, mivel n? < (100/99)".

1,01"

] L0

— 00, mivel n? < 1,2

2.141. | Osszuk el a szamlal6t €s a nevezdt a nevezd nagysagrendjével, n!-al.

3n n nld

3"~V Tl Tl 04040
27 — {/n + n! 2" n 0+0+1

n! n! +1

)
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2.142. | Minden elég nagy n-re 2" > n > 1, ezért

2=/ <YM rn—1< 2.-2n =22 = 2.

A rendér-szabdly szerint

V2 +n—1— 2.

2.143. | Osszuk el a szamlal6t és a nevezdt a nevezd nagysagrendjével, 2™-¢l.

3\" n?
n+6 2 (5] Ton
3 +n 2 AL oo+ 0
s 8 Ty 0™

n n

2.144. | Megmutatjuk, hogy a m sorozat 0-hoz tart. Ehhez elég megmutatni, hogy az ab-

szolutértékeinek a sorozata tart 0-hoz.

s @D (50" 040

—T—6n  1—(6/5)" 1-0

4" 4 5"

0
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3. Végtelen sorok
3.1. Végtelen sorok konvergenciaja

A véges geometriai sor 0sszegképletét haszndlva

1n+1
]__ —
11 1 < /1\" (2) 1
sp=14 5+~ 4 +—=Z(—) 2—22(1— )—>2

2 4 n = \2 1 on+1
- 2
3.19.
1 1/1 1
E(k+3) 3\k k+3
- 1 1 — (1 1 )
=X g =i i)
~k(k+3) 34 \k k+3
1 1+1+1_ 111 1 1+1+1 11
3 2 3 n+l n+2 n+3 3 2 3 18
3.20.

Mivel a tagok nem tartanak 0-hoz, ezért a sor divergens (lasd a tagok 0-hoz tartasarol sz616
konvergencia kritériumot).

Nem, példaul a harmonikus sor divergens, de tagjai 0-hoz tartanak.

A ; PR Z m sor részletosszegei ugynevezett teleszkopikus osszegek:

S
—_

n

1 -y LR S SR S
— k(k+1) = \k k+1 n+1 '

1 1 1
Mivel — > —, és — divergens, ezért a majorans-kritérium szerint —— sor is
- n = n Z 0 g J Z \/—

7z 2

divergens. Késébb majd hasznalhatjuk az integralkritériumot is, mert az / N improprius

integral divergens.
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3.2. Pozitiv tagi sorok konvergenciakritériumai

3.52.

3.53.

3.54.

;;2 >;;2 :§§:E:

Mivel a E — harmonikus sor divergens, ezért annak 1/2-ed szerese is divergens. Tehdt a
n

n=1

= 1

ndla nagyobb E 5
n

n=1

] sor is divergens (divergens minorans sor).

A E — sor konvergens majoransa a g
1

o
sornak, ezért a E T sor 1s konver-
n

n=1

gens.
(ni1 _ 3 (n+1)! " 3 _>§ o1
ay, (n+1)»t1  3mpl (1 +1/n)" e
= 3"/
Ezért a Z — sor divergens.
n=1
Mivel
n VA ! n 2 2
An+1 (n+1! n _ L Zo,
an (n+ 1)ntt 2npl ( 1) e
I+ -
n
) 2"n!
ezért a Z sor konvergens.
n=1 nt
Felhaszndlva, hogy /2" +1 — 2,
W27 1 V2r 41 2
\/a + 3+ — g < 1.

sor konvergens.

[r1 1\ 1 1 1
Van={(z+=) =2+>—-<1.
¢ (2+n) 2T n T3

Tehat a i 2"
n=1
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/1 1\"
A Z (5 + ﬁ) sor konvergens.
n=1

. n24+4 1
A sor nagysagrendje —:
; n* + 3n BYSASTENSIE e

n+4 1 (n*+4)n!

A e e N
nt*+3n n? nt + 3n
n?+4

n*+3n

00 00
1 .
es a E - Sor konvergens, ezeért a E SOr 18 konvergens.
n
n=1 n=1

\/2nb
n?+3

[e.e]
Belatjuk, hogy a Z sor nagysagrendje n, ezért a sor divergens, sOt tagjai co-hez (és
=1

nem 0-hoz) tartanak.

n 2nS 2
a n \/_ _>\/§

n  n(n2+3) 3

Megjegyzés: Azt, hogy a sor tagjai nem tartanak 0-hoz, a nagysagrendi okoskodas nélkiil is
konnyen bizonyithato.

> 1 1 1.1
I TED T OB B
— n++/n — 2n 2n71 n
tehat i ! divergens
—~n+ vn £
2 ()’
=————_-<1
AL 2 2 ’
tehat — konvergens.
10 2 10 1 o0 2 10
3nn_ o < ;Ln ,ha 2" < 53”, ami valahonnan kezdve igaz. A ; gn sorra alkalmazva a
gyokkritériumot

2010 2y 1

1
30 3 3"

> 10
L, n
ezeért a E Sor konvergens.
3n — 2n
n=1
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A sor tagjai nem tartanak 0-hoz:

1
1+—-——1#0,
n

= 1
tehat 1+ — di .
enat a ; ( + n) SOr divergens
3.3. Feltételes és abszolit konvergencia
Nem igaz, példdul legyen a,, = (—1)".

11 1 S 1 1
Az 1 — 5T 371 +- = Z(—l)’”lﬁ Leibniz-sor, mert - monoton csokkenden tart

n=1
0-hoz, tehat a sor konvergens (de nem abszolit konvergens).

1 1 1 > 1
378. | A1 — — 4+ — - ... = —1)"—— sor ugyan valtakozé elGjeld, de tagjai nem
N ;( ) n gy A| 2]

tartanak 0-hoz (|a,| — 1), ezért a sor divergens.

. 1
A Z(—l)" sor konvergens, mert Leibniz-tipusu, de nem abszolut konvergens.
n=1

2n +1

[e.e] .
sinn
A E 5~ sor abszolut konvergens, mert
n
n=1

1

n2

sinn
n2
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4. Vegyes feladatok

4.1. Logikai feladatok

4.2. Hibakereso
4.3. Egyenlotlenségek

4.4. Sorozatok
4.5. Végtelen sorok
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